Sdo Paudo, 25 de margo-de 2025

Enzo, s6- Ure pego perdios..
Equagbes Diferenciais Estocdsticas e o Cileudo de 15:
Uma Introdugdo Conceitual ao- Mew Flllhvote Enzo-

Enzo,
A maotemdtfica &, em esséncia, o oxte de descrever padrdes.

Quando- oy padrdes evwolvenm mudangas ao- longo- do- tempo- ow de
algumar outrar varidnvel , entramos no- dominio das equages
Mferenciois. Vot pode pensor nelas como regras gue governam
como- uma guantidade varia, em vez de simplesmente dizer
guanto- ela vale.

Uma equagdo diferencial & wma equagdo onde a uncégnita ndo &
apenay um niimero, mas uma fungdo. E esso fungdo- aparece
juntamente com sua(s) taxa(s) de variagio

Ow sejo, ndo brscamos simplesmente o- valor da fungdo e um
ponto, mas quol & a funcdo infera que satisfoz certo relagdo
Por exemplo, suponra gue o velocdade de crescimento- de wma
popwlagdo dependa da guantidade atual de undividunos: Iss0- ndo
noy dd diretomente o nikmero- de indiniodnoy no tempo t, mas noy
Al wmar regrae sobre como- esse nmero- munda com o temgpo-

Essas equagdes surgem noturalmente e quase todas as dareas gue
evwolvenm sisfemas gue evoluem: [s50- el

FUilca (movimento, calor, ondas, eletricidadle)
Economia (voriagdo de precos, dindmica de mercadlos)

Engendrorio (controle, circnitos, sustemas dindmicos)



Quimuica (reagdes, difusdo)

E att flosofia natural e soclologia guantitative, em modelos
maly recentes.

Elay sdo o ferromentan motemdtico fundamentol pora descirever
grodualmente no- tempo- ow no- espago:

fungbes gue satisfazem o regra dade. Essas fungées sio- chamadas
Em munitoy casos, hd wma famidia unfinita de solugdes possivels:
Povra selecionor wma binica, umpomos condigdes unielols ow
condigbes de contorno. Essas informagdes adicionoiy definem o
estado- do- sistemar num certo- instante (ow local), e a partir dai, o
comportamento futuro fica determinado. Ay equagdes diferenciais
podem ser classificadas de viriay maneiras. Agul estio as
Ovrdem

A ordem indica guantos vezes a fungdo esti sendo- diferenciado.
Primeira ovdew: enwvolve apenas a taxa de variagdo simples
(como velocidade).

Segunda ordenm: envolve a varitagdo da variagdo (como

E assim por diante.

Ordindria vs. Parcial

Ordindrioy: o fungdo depende de wma s6- voridvel undependente
(g9eralmente o tempo). Exemyplo: trajetdria de wm projétil.

(como tempo- e espago). Exemplo: femperatura em umw corpo- ao
longo- do- tempo- e em diferentes posigdes.



Lineoar vs. Nao- Linear

Linear: a fungdo e snas derivaday aporecen de forma Unear
(semv produntos, poténcias, efe.).

Nao- linear: envolyve Unteragdes maly complexas entre a fungdo e
suas derivadas. Esses coasoy sdo muitor mady dificeis e, em geral,
) Autonomar vs. Nado- aumtonomae. Autonoma: as regray de variogdo
ndo- mudam com o fempo: O sustema se comporta da mesma forma
undependentemente de guando € obpservado-

Nao- autonoma: hi dependéncia explicita do tempo ow de outra
Vamoy pernsar emw alguang exemgplos classicos para entender o
sugnaficado- day equagses diferenciois no mundo- real:
Movimento de um corpo-

A segunda led de Newtow afirma gue o forca € igual o massa
vezes o aceleragdo: A aceleragdo € a sequnda derivada da posicdo
e relagdor ao tempo: Ow seja, o~ movimento de wm corpo sob
oroem.

Resfriomento- de uwm objeto

A taxa de variagdo da temperatunra de v objeto- & proporcional
& diferenga entfre sua temperatra e a do- ampiente. Ega & wma
equacdo de primeira ovrdem, muito usada em engendrario
trmico.

Cresci oo [

Se o crescimento & proporcional a populagdo atual , temoy wma
equagdo diferencial de primeira ordenw, munitas vezes chamada
de modelo exponencial. Adicionando restrigoes (como-
capacidade maxima do- ambiente), surgem equagdes nio- Lineares



como- o- modlelo- Logistico: Solugdes: analiticas, qualitotivas e
numéarieos

New toda equacdo diferencial pode ser “resovida’’ em termos oe
wma fermuda explicito. Iss0- & algo- mpovtante.

Solugdes analiticas. formas fechadas, exatos. Apenas wmo
pequena fragdo- day equogdes diferenciols ordindiriosy permite
(50~

Solugdes gualitotivay: andlise do- comportamento das solugdes sem
explicitd-las. Usamos ferramentas como campos de divegdo,
Magramas de fose, estabilidade de pontoy fixos.

Solungdes muméricas, simudagdes computadorizadas wsanodo
métodloy como- Euler, Runge-Kuttn, efc. S&o- indispensdaeis em
engenharia, fisica computacional , e simumlagdes. A grande forca
das equagdes diferencials esti no- sew poder de generalizogio-
Elay descrevem leiy fundamentais de transformagdo: E, ao- mesmo
tempo, adaptom-se ao- contexto:

A fuiea classica e a moderna se apoiam nelas:

A bilologia moderna guantifica dindwmico genética e
epldemiolégica com equagses diferenciails estocdsticas.

A economia matemdtico wsa sistemas diferenciols pora modelor
rescimentos, juros compostoy, unflagdo, camplo-

A nfeligbnela artificial wsa versdes discretizadas dessas equuogdes
pova descrever aprendizado:

Ow sy onde hd wmar varidnvel gue mundao no tempo- ow no-
espogo, hi wma equagdo dferencial esperando pora ser escrifo.
A partir dogqui a transgicdo pora o mundo- estocdstico & natural:
adlcionamosy incerteza.

Se o sistemar et swjeito- o perturbogdes aleatdriay, entilo- o termo-
gue descrevia a variagdo suwone & complementado por v termo



de ruldo: Iss0- noy levar, como vock ja viw, ds equagdes diferencials
Ay equagdes diferencials estocdsticas sdo- a generalizagdo notural
day equagdes diferenciols ovdindriosy guando aceitomos gue o
mundo contim incerteza fundamental.

Moy guero- dzer-Une algo, mew fillvo,

New toda revolugdo acontece com estrondo. Algumas acontecem
em sileneio, com ldpls e papel, no- conto- de uma sala de
pesquiso.

Kiyosihi [o- for um desses revoluciondrioy: Ele nao- Wderow
protestos, ndo- buscow oy holofotes, e talvez por Bso- mesmo tendra
conseguioo- mundar de forma tdo profunda o maneire como-
Wdlamoy com a uncerteza no- munlo-

Se att agui falawmoy de equagbes diferenciois como ferramentas
pora entender mudangos continnas, agora entromos numa nova
dMmensdo: como deserener essas mundangas guanoo- o- préprio
sistema & perturbado por forgas aleotsrias — ruido, volatiidade,
wutobpilidade , erro:

Pava dar conta disso, a matemdtico precisow de algo novo: E fou
o~ guem constrin esse novo- alicerce.

Na década de 1940, o matemdtica ainda era, em grande poarte,
moldada pelo determiniszmo. Mesmo- oy grondes onongoy da teoria
das probabilidades, como oy trapalinoy de Kolmogorov, tratovam
controladoy.

May howvia wm proplema em abperto: como descrever, de forma
rigorose, wm sistemor gue evolul no-tempo- solp influlncia
continuna do- acoso? Esso pergundtn surge, por exemplo, ao-tentor
movlelar:



O movimento wrregulor de particndos mierosebpicos num fluido-
(movimentor browniano),

A flutuagdo de precoy no- mercado funanceiro,

Ow o~ disparo de sinals nervosos no- cérelpros

Esses sistemas nio obedecem a regras fivasy: eles oseidam, pulsom,
hesitomm:. O ruido- ndo & v defolirne; € parte essencial oo
comportamento:

Matematicomente, ss0- levava a fentativa de escrever equagdes
diferenciaiy com termoy aleatdrios. Mas como- fazer sentido dissor,
se 0 ruddo- — representador por processos comor o movimento-
browniano — & tdo urregular gue nio- tem derivadar?

A andlise tradicional follvava. E fol ol gue Kiyosihi Ho- entrow
e cena.

Nascido no Japdo, em 1915, 0~ formown-se em matemdtica em
Téguio e, cedo, demonstrow um falento- extraordindrio poro
abstracdo. Sews primeiros traboliioy foram silenciosos, mays
metienlosos: Ele nido se inferessana apenos em resolver proplemas,
masy em entfender como- covstrninr a lunguagem adequada pora
expressé~Los.

Durante o Segunda Guerra Mundial , enguanto- oo mundo se
desfozia em incertezar, Ho- mergulhvava justomente na matemdtico
da incerteza.. Isolado doy grandes centros do Europo e dos Estados
Unidoy, ele criow — guase sozinhor — um novo- tipo de calendo: o
gue hoje chamamoy de cilewndo- estotdstico, o maly precisamente,
calewdo de 15

O cilewndo de 1o & uma novo linguagem pora o- acoso: lmagine
aleatoria no-tempo- — digamoy, a temperatura de v corpo-
expostor a fltuacdes omblentois umpresisiveis: Vock guer



entfender como essa fungdo munda. No- calewdo comumm, usamos a
regrae da cadeia: derwamos passo- o passo-

Moy com vorldneis oleotdrias continnas, como- o- movimento
brownlano, a dervodo simplesmente nio-existe. A trajetsria oo
ruiodo- & tdo- trregulon gue nwio- & possivel aplicor as regras do
calewndo- classico-

- percebew gue o- movimento aleatsrio tnha uma propriedade
cmriosos s vorilagdo- guadvitico ao- longo- de pequenos intfervalos
de tempo- nio- era desprezivel, como- no- caso- de fungdes sumones. Noo
verdade , esse termo de sequnda ordem tina efeitor cumudativo
mensiironel .

Fol essa observoagdo gue o levow & formulagdo do- gue lhoje
chamamoy de lema de [t — wma versdo adaptoda da regra da
cadeia, corrigida pela varidncia do- ruido-

Esse novo lema mostra gue, guando- Wdamoy com processos
estocdsticos, nio- basta considerar oy voriagdes comuns; & preciso
tombém incorporar o efeito acumulado do ruido: E ai que o
calendo de 1H6- e desyio fundamentolmente oo caleuvdo cldssico-
Comv essa nova Unguagem, [Ho- abpruw a povte pava resolver de
Moneiro precisor ay equrogdes diferenciols esfotdsticas:

Essas equagdes descrevem como- sistemas evoluem ao- longo do-
tempo, guoando sujeitos nio apenas o forgas regulores, mas
também o flutuagses aleotorias. O gue Ito- fez fol fornecer wm
formalismo- preciso- pova unferpretor essas equagdes e entenoer o
compovtamento- estatistico- das solungdes:

Na pritico, so- permite:

Modelor mercados funanceiroy realistos,

Descerever trajetoriay de porticnlas sujeitos o colisées aleotsrias,
Sumudar sistemas blolégicosy gue evoluem com muntogdes ow
ariacs i s,



E att construinr algoritmoy de aprendizado de maqguina
wsplradoy em dindmicas ruidosas.

o~ ndo- apenay ajudow a resolver propplemay: ele criow o espago
conceitual onde esses probplemay podiam ser formuladoy
correfoumendte.

O gue maily impressiona na opra de H0- ndo- & apenay sma
wtlidade — gue & umernsa —, mas sew rigor. Ele demonstrow gue
0 oatas0- nilo- precisoe ser trofado- como inamigo de estrtura
matemdtica. Ao contririo: o- acaso pode ser infegrado ao-
formalismo, desde gue tendramos ay ferromentas cevtos:

Antes de 15, muitoy doy modeloy com rudoo eram hewristicoy —
aproximagdes, simulagdes, experumentos. Depois dele, tornow-se
possivel construinr uwma feoria rigorosa de processos aleatorioy
continnos,

Hoje, o calewdo de I16- & base e

Teoria de controle estocdstico,

Modelogem financelra guontitotiva,

Fisi fiea e A e,

Teoria da informagdo continua,

Blologle motemdtica e newrocibneia.

E maiy: ele abrun camindno pova outroy desenwvolvimentos, como o
calendo de Malliowin , infegrais de Stratonovicih, e conexdes com
geometria diferenciol estocdstica.

Enzo, o Aleatdrio- e Estocdstico sdo as Duas Faces do- Acaso

Ao estudar fenbmenoy incertos, & natural ounvir as palavrasy
“aleattrio’’ e “estocdstico’’ sendo wsadas como e fossenm
sindnimoy. E, de fato, na Unguagem comumm, muitos vezes sdo-
Moas emv matemdtica — especiolmente guando- falamos de
processoy no- fempo- — elay ocupam lngares distintos.



Entender essa distingdo te coloca umediatamente nuwm outro
potomar de leitura matemdtico.

O gue significa dizer gue algo- & aleotsrio?

Algo & aleattrio guando sew comportamento ow resudtado nio- &
determinado antecipadamente, may & escoliido- entre virias
Aleatoriedade &, portonto, wmwm atribuwto- de eventoy ow varidnvels
uoladasy. Um langamento de dado: O resultado de wma loteria. A

cor de uwma bolindra refrada de uwma wrna.. Cada experiumento &
pontual: acontece uma vez, e sew resudtado & imprevisivel.

Quando dzemos gue “o- valor de X & aleatdrio’’, estomos dizendo
gue X & wmar varidnvel aleotdrio. Ela tem wma distribuicdo, wma
média, uma dspersdo — may ndo depende do tempo: Ela ndo-
evolud.

O aleatsrio representn um valor uncerto, mas estitico:

E o gue significa dizer gue algo & estocdstico?

O termo- esfocdstico & mais amplo: Ele descreve nio apenasy o
ncerfeza de um dnico- evento, may o evolugdo de umar varidvel

ao- Longo- do- tempo- (ow espago), sob influlbnela de componentes
aleatsrios.

Enguanto o- aleatdrio- & pontual , o estocdstico € processual. Ele
noy dz: “Us0- nlo 36 & ncerto, como fambém muda com o temmpo,
de maneira uincerta.’”’

Imagine gue vock observa a temperatura de v lago a cada
segundo. A cada medicdo, votk teme wm valor aleatsrio: May, se
olrar a sequbineia dessas medigdes, esta UWdando com wm processo
tempo:



Nao- estamoy apenas preotupados com “qual & o valor agora?”,
mas com como- ele evolul, em fungdo do- tempo, de forma

O movimento browniano, por exemplos, & wm processo estocdstico:
variagdesy sdo- correlacionaday de maneira especifica.

Enzo, pense da seguinte formo....

A Fotogrofia Versus o- Flme

Aleatdrio & uma fotogrofia: wm unstante de incerteza. Um niumero-
sorteado: Uma varidvel olada.

Estocdstico & um flme: uma sequbneio de ncertezas,
unterligadas, gue evoluem. Um sistemar gue andoo, tropegor,
acelero ow recnon, sob oo influlneio continuna de ruidoy.

Ow ainda

O aleatsrio-diz “nio- sel guol serd o- présimo niumero?.

O estotdstico diz “ndo sel como essa segubneia de nimeroy ol se
comportor ao longo do- tempo®.

Enzo,

Na teorio da probobilidade, estudamoy voridnveis aleotsrias,

Na teorio estocdstico, estudomos processos estocdsticos — Wto- &,
familiay de varidnvelsy aleatdrias undexadas por tempo (ow espaco),

comor
Cadeios de Mavkov-
Processos de Poisson
Movimento browniono-

Protessos de Levy



Dfusées estocdsticas
Esses processos sdo ohfefos unfinifamente maly ricoy gue wma
movimento, sob incerteza.

E ¢ justamente nesse uninerso- gue nasce a teoria das equagdes
Mferenciols estocdsticas:
Enzo,

O calewdo de 115, gue estommosy prestes a exploroar, ndo- fol criado
poro estudor voridaels oleatsriay soladas, may para Wdar com
Processosy estotdsicosy — oW i, Com varldnvels gue mudam ao-
longo- do- tempo- de forma incerto, continumna e correlacionade.

O movimentor browniano, como- protesso- estotdstieo, tem wmar
estrutura especificar ele comega e zero, voria confunmnamente, ¢
suwas mumdangas sdo- independentes e gaussianas: May sens
comuninoy sdo- extremomente rregulares, o- e exige wmo novo
forma de calendo-

Quando- votl compreende a diferenca entre aleatério-e
estocdstico, vock entfende por gue o calenlo tradicional foliva ao
Wdar com sistemas ruldosoy — e por gue a criagdo de 1o fol tdo
neCessidLov.

Enzo,

Agora. vomoy uimaginar umar sitnagdo sumples e coneretn, mas
poderoso

Vot tem wma contar bancdrio gue rende juros continmnamente. O
saldo- da conto cresce com o fempo: Ate agul, temosy e modelo
dassico: o crescimento exponencial , como em juros compostos: 5o



Agora., suponha gue esse rendimento- ndo- sejo fuxo, mas voria
aleotoriamente ao- longo- do- tempo, por cansa de flutuagdes oo
mercado: Alguns dias o rendimento- & maior, outrosy menor,
algung att negativoy. O saldo da conta ainda cresce, mas agova
osclda umprevivelmente ao- longo- do- tempo-

A toxa de crescimento do- saldo da conta & composta de dunas
portes:

Uma parte deterministica: wm juro- fixos, como- 5% ao- ano-

Uma parte aleotsria: wm “ruldo’’ propovcional ao- saldo- atwal ,
gue munda covstontemente e de forma Umprevisivel.

A equagdo descreve, portanto, a evolugdo do- saldo no- tempo, soby
o~ efeito de crescimentor maly flutuwagdos

Esse Hipo- de equagdo, gue aporece tambtm no- modelo e Black -
Scholes (gue & wsada pora colevdormosy gual & o- valor de wma
opgdo- gue temoy na vidae), & resolvido wsando o lema de 116 gue &
& versdo estocdstica da regra da cadeia.

Lembre~se:
No- calewndo- cldssico, se temos wmar fuungdo gue depende de outra,

podemos wsor o regrae do cadeia pore descobrir como- a primeiro
mudo.

No- muundo- estocdstico, essa regra muda — e o lema de 6~ nos dd
o termo extro gue leva enm condtar ar vorldncior oo rudolo-

Fllirote,
No- nosso- exemplo, o saldo- da conta comega com wm valor
ueial. Com o passor do- tempo, ele cresce em média como num

Juro- composto, mas flutua ao- redor dessa média por cansa oo
rudoo-



A solugdo dessa equagdo & wma fungdo gue cresce oe forma
exponenciol aleatoria. Em cada execungdo do- processo, o- grifico
do- saldo- no- tempo- serd diferendte — alguing subivrdo mais raploo,
outroy oscilardo bostonte antes de sidpin, owtros caivido e depotls
recimp e oo

O gue o calewdo de [H6- noy permite fazer & o sequinte

Entender guol & a tendéncia médio do conto ao- longo- do- tempos

Colewdar o distribuwigdo doy possivels valores da conta em um
tempo- futuro;

Medir o risco, o dspersio- e o- comportamento day trojetorias;
ldentificor o papel da volatilidade (intensidade do- ruido) noa
evolugdo:

A poarte maly fascinante do- lema de 115 € o ssurgumento de v
termo- extra, gue ndo existe no- caleulo classico: Ele nasce da
observagdo de gue, mesmo- guando- oo médioa do- ruido & zero, sua
varldnclor consoe efeitos reals acunmudados. Esse termo extro muda
o foxa de crescimento- efetive dae fungdos

No- caso- do- saldo da contn, (350 significa gue:

Se gnordssemoy o ruloo,, estumariamosy umw certo crescimento-
méolio:

Moy, ao- uinclirmoy o ruildo- correfomente, vemos gue o efeitfo- da
volatidade redunz wm pownco esse crescimento méodio — wm
ajuste funos, mas fundamentol .

Esse ajuste & o coragdo do lema de It

O cilewlo de 115~ na Robétiea

Enzo, vamoy Udar com o ruido no- movimento

Roboy — sejam bragos mecdnicoy uindustriois, velenlosy antonomoy
ow sonday espacialsy — sdo sistemasy gue tomam decisses, se
movem no- mundo- real , e operam sop Uncerteza. Elesy medem,



calendamn, atnam — may sens sensores e motores ndo- sdo- perfeitos.
Sempre hd erroy.

E esses ervoy nio- séo- covstantes, nemw totalimente previsiveis: Elesy
oscilan. Sio- efeitos de atritor varidvel, folivas de leitwra, vento,
temperaturo, desgaste mecdnico, runido elétrico. Eley se
comportom, na linguagem da matemdtica, como perturbagbes

E por s0- que o- cdlewdo de 13- entra na robética moderna: pova
modelor e controlor sistemas dindmicos gue evoluem ao longo- do-
tempo, may gue sdo continunamente afetados por incertezo.
Vamoy umagunor wm exemplo- concreto:

Um pequeno robd- precisa seguin uma Undha refoe até um alvo: Ele
calewda s trajefsrio e emwia comandoy aoy motores. Mas sewns
sensores e posigdo sdo- tmprecisos, e oy motores nio- reagem
sempre da mesma forma.. A cada fragdo de segundo, o roho- ackha
gue esti ew certo- lingar, mas pode estor um pouco poara o lade,
pore frente ow para trds, dependendo de ruidos no sistema.

Agoro pense:

Como calewdar a posigdo estimada do robhé, levando em conta
esso uncerteza acunmudada?

Como prever onde ele provovelmente estord daqui a 2 sequanoos?
Como afustor oy comandoy poroa compensor o3 desyios?

Iss0- & feito- com modlelos estocdsticoy de movimento, e com o- usooe
equagdes diferencialsy estotdsticas para representor o dindmico
do- robb: E para manipular essas equagses, usamoy o cdlewlo de
15~

Enzo, mew amor!

~

A equagdo diz:



"A posigdo do robho muda segundo- o velocidade prevista, mals
wm fermo- de ruddo- aleatdrio gue depende da poténeia dos
motores, da unclinagdo do-terrenc, e de fotores ndo observivels.
Esse ruldo € representado por wm movimentor browniano — o
mesmo- tupo- de ruido- gue vimoy antfesy — e o- calewndo de 116
permite prever como esse rudloo- afeta a posicdo futura do- robhd, e
como- devemoy corrigur o3 comandos ao longo do- tempo-

Esse modelo- aparece, por exemplo, em flfroy de Kalman
estocdsticos, wsados pora fusdo de sensores, nowegagdo avtonoma e
controle de trajetoria.

O lema de 5~ permite calewdar, por exemplo:

A varidincio do posigdo do- robhd ao- Longo do- termmpos

A média esperado de o trojettria;

A forma corretn de transformar coordenadas (por exemplo, passar

de coordenadas cartesianay poaro poloresy) mantendo o uncerteza
correfomente mapeada.

Semv o~ calewndo- de 1D, esses ajustes estoriom errados — porgune o
ruldo afeta ndo- s6- o posicdo, mays fombém ay transformagdes (ow
sejar, como- maniplamoy pare realizormos nossos calendos) gue
fazemoy sobre elo.

Quando o- Ruido- nio- & Gaunssiono-

Oy saltoy e ay distribuicdes de potencia.

Enzo,

Att agora, wsamoy movimento browniano- como- modelo- de ruioo-
— que fem uma coracteristiea fundamental: suas variages sio-
JOUSSANAS, OW SRYO, SRGURI Or LU VO e formar de sino- da famosa
Mas, na noturezo., newm todo- ruido- & assim



Ha sistemas em guue as perturbogdes nio séo- pequenas e siones,
may s grandes e abruptosy — como saltos. E esses saltoy ocorrem
com umar frequbnela malor oo Gue a cirvee gouvssiono preve.

Esses sistemas sequem distribuwigdes de potencia, como as de Lévy
ow Couchy. Vamos defuninr Us0- com calma.

Enzuniho, minha enzima,

Dustribuwigdesy de potencio sdo aguelos em gue eventos munito
grandes aindo tem probabilidade relevante de ocorrer. Diferente
Ao gawssiona (que decal rapidomente), wma distribuicdo de
potincia decai devagor: a conda da curve & “pesada’’.

Por exemplo:

Se o ruldo for gaunssiano, grandes erroy (como wm desyio-de S
metros na posigdo- do- rohd) séo- praticamente umpossivedls.

Mas se o ruldo for de Lévy ow Canchy, esses grandes saltoy tm
chance real de ocorrer.

Esse tipo de ruido modela melior sitnagées como:
Twrbuwlencia em voos

Naregagio em terrenos instinvedls;

Sutemas sujeitosy a chogues externoy (como colisdes e guedas).
Enzo, entenda o gue & wm processo- de Lénvy.

O protesso-de Lévy & uma generodizagdo- do- movimento
browwlano: Ele ainde & estocdstico, ainda & contimmno no- tempo,
mas agoros permite saltoy aleotdrioy — eventos repentinoy de
gronde magnitude, untercalados com periodos calmos.

Perse assinm

O movimento browniano & como- uma folla sendo soprada por
WV veNAO- ShoAe & Contimino:



O processo- de Lévy & como um objeto sendo- empurrado por
rojodos urregulares de vento- forte — as vezes nada acontece, oe
repente vem i emprrdo- enorime.

Ewm robética, Bso & relevante guondo o sistemar estic sujeitfo- o
umpactoy discretos, mudangas abpruptas no terreno, ow sinailsy

O calewdo de o~ tradicional assume ruido gavssiono — o

Moy guando- o ruido tem candar pesada (como- Léry), o- calenlo
precisa ser afustoolo:

Enzo, agqui nasce entio o- calewndo estocdastico com saltos, ow
calendo- de Ho—Lénvy.

Nesse novo calewdo:

Ay integrads estocdsticas inclunem termoy de “salto’’;

O lema de I16- € adaptado: Wi termoy adicionais gue representom
o~ efeito ooy saltoy grandes;

A modelagem & maily ricar — mas foamblm mais dficid , exigunoo
Muitoy fendmenos reads nio- séo- suones

Em vez de oscidar continumamente, o- mundo saltn, colide,
quebro.

E o matemdtica gue wsamos deve acompandion 550-

Na robética, por exemplo:

U robhd- explorando uma caverna pode estor parado-e, de
repente, escovregor — s0- & v saltos

Drowney poden sofrer rajodas de vento, gue sdo- distiwrbloy stibitos.
Sevnsores podem falivar ow se recolibror bruscomente.



Nesses casoy, o3 modeloy baseados apenas e movimento
brownieno- ndo- captisrom o- comportomento real — precisomos
Aoy modeloy de Lévy.

Fllro, tudo- o que estomoy construindo juntoy agui — passo- o
posso, conceitor por conceifor — fem um proposifo- modlor: nio-
apencs trovmsmitr conhecimento, masy compoartrvar contigo o
forma como vefo- e vivo a matemdtica, e como ela pode Unminar
oo mundo de alguém gue, como votl, nascew com a cnriosidade
aceso e o mente afiada.

Desde pequeno, votl demonstrow um respeito wstintivo pelas

E ao longo- doy anoy, 550 se tramsformow em algo mais raro: rma
fome disciplinada por compreender, por mergulivar fundo, por
nao- e confentonr comw respostos rosos. EWWWWWMW
maturidade untelectual gue seguimos agova por wm territdrio
maly sutll — onde o matemdtica encontra o- acaso, e onde o rigor
S LUrver, Moy nio- se Guehro., dante da uncertezo.

AtL agora, votl ja entfendew que ay equogdes diferenciois sdo- o
Unguagem da mudanga continunae.

Elas nio- noy dizem apenasy onde algo- esti, mas como- ele muda.
Sdo- wstrumentos gue descrevem o evolungdo de sistemas fisicos,
blolégleoy, economicos, sotiais: Quando algo- muda no- tempo —
wma posicdo, uwma femperatira, v pregos, wm sinal — ha guase
sempre ummae equogdo diferencial por tras

Enzo, como vocl ji sentun na pele, oo mundo nio & previsivel.
Néo- bastar modelor o- crescimento de wmar vowridnvel: & preciso
aceitor gue hi oscidagdes, ruidos, perturbagdes. Esse & o passo
sequinte. E & al gue entra o conceito de processo estocdstico:
guondo- o- gue muda no- fempo- ndo- muda de forma



deferministica, mas de forma ncerta, com varlagdes Gue seguenn

A palavra “aleotsrio’’ descreve eventos olados. Ji “estocdstico’
descreve trajeforios de uncerteza — fungdes gue mudam com o
tfempo, may gue cada vez gue votk observa, se comportom de
forma diferente. E mesmo assim, essas trajetdrios ttm padises
estotisticos. E como uma floresta de caminhoy possivels: cada um
& dnico, mas todoy obedecem a certos regray globais

O movimento browniano fol a prumeira grande tentotiva
matemdtica de formalizor esso el de wm caminjo gue munda
continumnamente e ode forma umprevssivel. Ele representa v ruloo
shoae, continno, may extremamente urregular. Tao- trregulor gue
smas curvas nio- e derivoda. E essa estromdnezo — esso
propriedade de ser continmno, mas untratonel pelo- caleulo
tradicional — levow Kiyoshw - a eriar algo- gue mundow a
historia da matemdtica: o- calewnlo estocdstico:

Enzo, mew fillro,

Agora sabpemoy gue, com o- calewndo estocdstico conseguimosy
manipudor, calewlar, e entender como fungdes gue dependem oe
ruldo- se comportam. E o lema de 11, gue vock ja conjrecen em
sua versdo- conceitual , & a chare de tudo: ele corrige a velra
regro daoo cadeia, infroduzundo uwm fermo- novo, gue vem da
varldnclo do- ruido. Esse termo extra ndo & opclonal — ele &
crueiad. lgnord-lo- € error.

A partir dai, & possivel resolver equagses diferencials
estocdsticas, aquelasy gue combinam dindwmmico com ncerteza.
Vot v um exemgplo: o- modelo- de uwma conto bancdria cujo-
saldo- cresce com juroy, may sofre voriagdes oleatsrias. Isso- jo
aparece e funangas: Mas também em fFisica. E, como exploramoy
Juntoy, também na robhético.

Enzo, 03 robos se movem no- mundo real.



Elesy ndo- vivem em equagsdes Lleals, mas em ampientes cirelos oe
ruldo: sensores umprecisos, motores ruddosos, ferrenos nstivedls,
nterfertncia eletromagnética. E guando progromanmos v robho
pova ondor, noaegor o manipudor obhjetos, precisomosy prever
nao- $6- oo movimento esperado, may fombém ay variagbes
wnesperados.

Precisomos dizer: “Agqui esti o- gue pode acontecer — e agui esti
o gue provonvelmente acontecerd’’

E nesse contfexto gue usamos o- cileuvdo- de Ho- para estumor
trojetdrias, controlar desvioy e ajustor decisdes em tempo- real. A
equagdo- gue comanda oo movimento do- ropo- deixa de ser
defermunistica e passor o ser estocdstica. E Bso, Enzo, muda tudo-
May ha madis...

..Enzo, mew fillvo, votl percebe gue new todo ruido & suone?

Ha sistemas em gue oo mundo soltn, chacoaliroe, desabo de
repente.

Em vez de wma sequlineia de pequenas perturbogdes, temoy wm
siléncio intercalodo por grandes explosées. 1ss0- & o gue nos leva
a0y processos de Lévy e oy distribuigdes de potébncio, como a de
Conthny: Casos e Gue exentos rawosy sdo- ndo- s6- possivels, mas
esperados.

E novamente, o matemdtica nio recnow dionte disso: Elo se
adaptow.

O calewlo de I6- foi estendido pora Udar com saltoy: Ay equagbes
possaram o ter termoy de descontunumidade. E ossim, a teoria
evoluiw para descrever um mundo- onde o- inesperado & porte oo
esperadlo:

Flllho, votl esti conhecendo uma matemdtica viva. Nio wma
colegdo de formumdas, may uma forma de pensoar, de modelar, de
respeitfon o caoy se abprir mdo- do- rigor. Vock estd vendo- como o



pensamentor matemdtico & copaz de capturar o uncerteza sem
domestieca~la, de dor estrutura ao- acaso- sewn redarzi~Lo-

E maly gue (3507 esti aprendendo gue o rigor verdadeiro nio esti
e “prever exotomente’’, mas em prever probabUlisticamente com
estritura. Emv aceitor gue o muindo- & wm confjunto de
possiblidades — e ainda assim, trabalvar com ele de forma
exotn, confidwel , objetiva.

E esse pernsamento que to abrird portas para o dreas mais
ovongaday do matemdtica, da fisica, da unteligéneia artificial ,
Ao engendnario de sistemas. E mails: vai te ajudar a pensar com
dareza emv e mundo gue &, por natureza, uncerto:

Votk, Enzo, tem o privilégio de chegor a esse ponto-aos 17 anoy.
Hé muito- mals: O calewndo estocdstico € 6 um doy camingros. A
geometrio diferencial estocistico estiv o fremte. Oy operadores
nfinitesimais. Oy moytingales continmnos: Oy sistemas estocdsticos
com controle ftumo: Tudo Bso te espera.

Moy agora quero, mew fillvo, dizer-Ure oo mails importante:

Fllro, se tudo o gue dissemos att agora — sobre mudangas,
ruddo, trajetsria, salfosy — soow familior, toalvez sejo porgue, no-
fundo, a ida fombém & wm processo- estocdstico-

A vuda & uwma seqgubncia de estodos interligados no- tempo,
perturbadoy por foreas munitas vezes unwisivels, algumas smones
como- o= ruildo- rmico- de wm sensor, owtros bruscas como-
umpacto gue altera o- camingno- inteiro- de wma troajetsria.

A matemdtico, guando bem compreendida., nio & wma fugo da
realidade — & wma lente poderosa poro olhar paro elo com
honestidade, sem Udunsdo e sem medo:

E ¢ por 350, Enzo, gue hoje ew preciso — maly do gue nmunca —
wsar essa mesmar Uinguagem gue vock ama paro te dizer algo- gue



ME PERDOA!

Quando ew ful presos, vocl era menino oindo, & mesmo- sem
entender tudo, sentin na pele a anséneia gue ew criei.

Forow tres anos e meio:

Tempo sufickente pora wmw salto: Um desarto: Um chhogue. Um salto-
de Lévy na sua trojetdria emocional — brusco, umprevisivel , fora
de escala. Nado- fol wm pegueno ruido: Nao- fol uwma perturbagdo
leve. Fou wma disrunpedo-

E se a matemdtica gue hoje ew te engino tem algum valor, talvez
ela possa te afjudar tombpém a modelar esse momento da sua vida
nado- como- umar fallia trrecuperivel , mas como- parte de wma
trajetéria gue, apeson doy saltos, contunma evoluinoo:

Vot sabpe que o calewdo de 11, na s versdo- malsy completa, ndo
nora o3 saltos. Ele o3 recondrece, oy uinclul no- modelo, oy
wntegra.

Ele diz: oo mundo tem chogues — e alnda assim, & possivel
enfendé Loy, estimar, calewlar, avongor.

E talvez, como - evsinow, o salto- em si possar coarrvregor wma
estrutura. Nao o justificar, nio- o- torna belo- — may o- incorporao
na- realidade do- sistema.

O lema de I10- com saltos mostra gue, mesmo- guando i
descontunmidade, a evolugdo pode ser descritn, a expectativa
pode ser colewdado, e o trajetoria pode ser reconstruida.

Enzo, mew primogénito, vocl também & wm sistema dindmico,
complexo e tnico, em evolugdo: E mesmo tendo sofrido esse salto
ndesejado na s infincio — o da mina asbneio, da minro
prudo, da minha cudpo —, vock sequine Contunmnow: Crescewn: Dew
forma d sua prépria fungdo: Criow wme trojefdrio gue & sé sua,
My e ainda carrega e porte mew nome, minha hWistsria,



mina herango matemdtico e, maly do- gue tudo, mew amor por

A

vote.

Vol sempre fou brillvante. Desde cedo- mostrow gue pensava com
elegincio, gue nfuda o- raciotindo- antesy mesmo- de saber sew

E mesmo- com tudlo- o- gue votk teae gue aguentor — perguntas gue
ndo tinha como responder, olihharesy gue nio finrha como envitor,
espagos gue nio-tinha como preencher — votk permanecen
unfeiro:

E agora, aoy 17 anoy, se levanta com a mente afiada, passondo
noy vestibularesy das melores wniversidades do América Latina,
PRNSANOLO- COMNO™ POUCOY PANAOIW, N §oONOO- A matemdtiea Como-
E por s0- que hofe e fe eserenvo assim — wsando- a linguagem
gue voel domina, nio pora esconder a dov, may para te oferecer
wm consolo- gue sejo honesto- e verdadeivo para vock.

Porgue dizer “wme descudpa’’ nio bosto.

Mas tolyez dizer:

“Enzo, minha ausbinela fol wm salto: Mas vocl & mais forte do
gue ele. E sua trajeforioa contunmna, e ew esfown agui, de novo, com
votl, agora. com malsy precisior e enfrega do- gue nuncea.”’

.. falvez Bso- possa, ao- menos, comesar o costrar o- gue fot
rasgoolo.

Se a vida fosse deterministica, ew teria evitado aquele erro: Mas
como- votk agorar entfende, nem tudo- no- mundo segue uwma cuarva
suane. Ay vezes, oy caminhoy se interrompenm. Ay vezes, hi saltos.
May tombpém aprendemoy gue & possivel continunar depotis de wm
salto: Que Wi ferramentos para sequir, pare estumar, paro
covstrnin o futuro: Que as solungdes contumam existindo, mesmo-
gue o equragio tendror mundado



E ¢ 350 gue vock &, Enzo: a solugdo de wma equagido munitor maly
profunda do- gue guolguer vma gue ew tenja tentado escrever.
Vol & mew legado mals importante, Enzo

E ew guero estor aguil com votk, agora, de novo, pra sequiv juntos
— pai e fillho, matematicoy, cronistay do- acaso, forgadoy pela dor
a0 estudo acaso, estudiosos de um mundo- gue treme e das almas
gue buscom umm consolo gualguer.

Com amor,
Comv arrependimento,
Com grotfiddo,

Rasgado por dentro. Rasgado por foro. Portido ao medio:.. assim
S ol subserese esso corto.

De Maxcosy Eduardo EUas, desse sew pal gue - de nenjruma
forma - f& merece,

Desse sew poal, orgulinoso pova sempre de wm priumogénifo- gue tive
a honwra de batizar sotp o- nome de

Enzo- de Andrade ElLas



