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Abstract

A equacdo de Black-Scholes assume que os precgos dos ativos seguem um movimento
browniano geométrico. Evidéncias empiricas sugerem que o comportamento real do mercado
apresenta distribuicdoes de cauda pesada, saltos descontinuados e volatilidade que reverte a
média — fendmenos que sdo melhor capturados por processos de Lévy, modelos de jump-
diffusion e pelo processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU). Este artigo revisita a estrutura de Black-
Scholes, critica sua dependéncia do movimento browniano e propde uma versao modificada da
equagdo que incorpora esses processos estocasticos avangados.

Comeco reconhecendo as contribuicdes fundamentais de Kiyoshi It6, cujo desenvolvimento do
calculo estocastico tornou a equacao de Black-Scholes possivel, e Louis Bachelier, cujo trabalho
pioneiro sobre o movimento browniano langou as bases para a matematica financeira
moderna.

Baseando-nos em seus insights, estendemos a estrutura de Black-Scholes para incluir:
Processos de Lévy, que capturam retornos de cauda pesada e saltos descontinuados.

Modelos de jump-diffusion, que consideram movimentos de preco subitos causados por
choques de mercado.

O processo de Ornstein-Uhlenbeck, que modela o comportamento de volatilidade que reverte
a média.

A equagdo de Black-Scholes modificada resultante fornece uma descrigdo mais realista da
dindmica do mercado, melhorando a precisdo da precificagdo de opgbes e da gestao de riscos.
Mostro como essa adaptacdo se alinha melhor aos fend6menos de mercado observados, como
Volatility smiles de volatilidade, risco de cauda e clustering de volatilidade.

As implicacGes dessa estrutura estendida sdo exploradas no contexto de hedge dinamico,
testes de estresse e conformidade regulatéria, com especial atengdo aos trabalhos de Nassim
Nicholas Taleb, Benoit Mandelbrot, Raphaél Douady e Karen Uhlenbeck. Apresentamos
também os matematicos que foram os “pais” de todo substrato matematico que hoje
utilizamos em finangas como Kiyoshi Ito, Louis Bachelier e Andrei Kolmogorov.



Ao preencher a lacuna entre a matemdtica financeira classica e os processos estocasticos
modernos, este artigo oferece uma estrutura robusta e flexivel para entender e modelar os
mercados financeiros. A equacao de Black-Scholes modificada representa um avango
significativo na matematica financeira, fornecendo uma ferramenta poderosa para finangas
guantitativas e conformidade regulatéria.

1. Introducgao

A equacdo de Black-Scholes, desenvolvida por Fischer Black e Myron Scholes em 1973, baseia-
se na suposicdo de que os precos dos ativos seguem um movimento browniano geométrico, o
que implica caminhos de precgos continuos e retornos normalmente distribuidos. Embora essa
suposicao simplifique a matematica, ela ndo consegue capturar as distribuicdes de cauda
pesada, assimetria e saltos descontinuados observados nos mercados financeiros reais.

Este artigo revisita a estrutura de Black-Scholes, critica sua dependéncia do movimento
browniano e propde uma versdao modificada da equacdo que incorpora processos de Lévy,
modelos de jump-diffusion e o processo de Ornstein-Uhlenbeck para refletir melhor as
realidades do mercado. Antes de me aprofundar nessas extensdes, é essencial reconhecer o
trabalho fundamental de dois pioneiros cujas contribui¢cdes lancaram as bases para a equacao
de Black-Scholes: Kiyoshi Ito e Louis Bachelier.

1.1 O Imenso Legado do Maior Matematico do Século XX, Andrei Kolmogorov

Kolmogorov nasceu em Tambov, na Russia, e demonstrou um talento matematico
extraordinario desde cedo. Ele estudou na Universidade Estadual de Moscou, onde
inicialmente trabalhou com séries de Fourier e légica, antes de mudar seu foco para a teoria
das probabilidades.

O trabalho mais influente de Kolmogorov foi a axiomatizacdo da teoria das probabilidades em
sua monografia de 1933, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Fundamentos da
Teoria das Probabilidades). Ele estabeleceu a probabilidade como um ramo rigoroso da
matematica ao defini-la em termos da teoria da medida. Seus axiomas ainda formam a base de
todos os modelos de probabilidade modernos, incluindo aqueles usados em finangas, fisica e
aprendizado de maquina.

As contribui¢cdes de Andrey Kolmogorov para os processos estocasticos forneceram uma base
rigorosa para modelar a evolugdo de sistemas aleatérios ao longo do tempo. Seu trabalho
formalizou as estruturas matematicas chave, incluindo processos de Markov, movimento
browniano e equagdes de difusao, que sdo essenciais em fisica, finangas e diversas ciéncias
aplicadas.

Um processo estocdstico Xt é uma colegdo de varidveis aleatdrias indexadas pelo tempo t,

representando a evolugdo de um sistema influenciado pela aleatoriedade. Kolmogorov
estabeleceu a estrutura moderna para esses processos ao desenvolver probabilidades de
transicdo e as equagdes correspondentes que governam suas dindmicas. Para um processo de
Markov, onde o estado futuro depende apenas do estado presente (propriedade de auséncia
de memodria), Kolmogorov formulou as equagdes direta e reversa que descrevem a fungdo

densidade de probabilidade p (x, t)do processo.

Equacao Direta de Kolmogorov (Equagdo de Fokker-Planck):



Para um processo estocdstico definido pela equacdo diferencial estocdstica (SDE):
dXt — H(Xt, t) dt + O-(Xt, t) th
Onde ‘U(Xt, t) é o termo de drift, O (Xt, t) é o coeficiente de difus3o, e Wt

representa o movimento Browniano, a fun¢do densidade de probabilidade p (x, t) satisfaz

a equacao direta de Kolmogorov, também conhecida como equagao de Fokker-Planck:
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dp(x,t)
ot

Essa equacdo governa a evolugdo no tempo da distribuicdo de probabilidade de Xte

desempenha um papel fundamental na fisica (processos de difusdo e mecanica estatistica) e
nas financgas (precificagdo de op¢des e modelos estocasticos de volatilidade).

Equacgao Reversa de Kolmogorov
Em vez de descrever como a densidade de probabilidade evolui ao longo do tempo, a equacao
reversa de Kolmogorov caracteriza o valor esperado de uma funcao f(XT) dado um estado

inicial XO = X.Elaé dada por:

ou(x,t)
ot
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Onde
u(x,t) = E[f(Xr) | Xr = x]

Representa o valor futuro esperado da fungao f(XT) dado o estado atual X .

Essa formulagdo é crucial em matematica financeira, onde a equagdo reversa é usada para
precificar derivativos definindo f(XT)como o payoff da opcdo e resolvendo para

LL(X, t), levando diretamente a equagdo de Black-Scholes.
Movimento Browniano e a Conexdo com Modelos Financeiros

O trabalho de Kolmogorov nos forneceu a primeira base matematica rigorosa para o
movimento browniano, que havia sido introduzido anteriormente em contextos fisicos e
financeiros:

Louis Bachelier (1900) aplicou o0 movimento browniano aos precos das acdes em sua tese sobre
especulagdo, mas sem rigor matematico. Albert Einstein (1905) usou uma abordagem
probabilistica para descrever a difusdo molecular. Kolmogorov (1931) formalizou o movimento
browniano como um processo de Markov e derivou rigorosamente as probabilidades de
transigao.



Um processo de Wiener padrao Wt satisfaz:

th""N(O, dt)

significando que os incrementos de Wt sdo independentes e normalmente distribuidos com

média zero e variancia proporcional a dt . Essa propriedade faz do movimento browniano

um componente central dos modelos financeiros, como o modelo de Movimento Browniano
Geométrico (GBM) para precos de ac¢oes:

dSt — ‘LlSt dt + O-St th

onde St representa o preco da acao, ‘Ll € o drift (retorno esperado), e O ¢ a volatilidade.

Este modelo forma a base da equacdo de Black-Scholes.
Processos de Difusao e a Conexao com Fisica e Finangas

As equacées de difusdo de Kolmogorov também fundamentam modelos fisicos, como o
processo de Ornstein-Uhlenbeck, que descreve sistemas estocasticos de reversdo a média:

Este processo é amplamente utilizado em finangas para modelar taxas de juros (modelo de
Vasicek), volatilidade estocastica (modelo de Heston) e precos de commaodities.

As formulagdes matematicas de Kolmogorov fornecem as bases rigorosas para muitos modelos
fundamentais em fisica estatistica, engenharia, biologia e financgas. Seu trabalho estabeleceu:

As equacOes, direta e reversa de Kolmogorov, que governam a evolugao temporal de sistemas
estocasticos. Uma base rigorosa para o movimento browniano, permitindo seu uso em financgas
e fisica. A estrutura de equagdes de difusdo, conectando a teoria das probabilidades a modelos
fisicos e financeiros. Sem o trabalho de Kolmogorov, o calculo de It6, a equagao de Black-
Scholes e a analise estocastica moderna nao existiriam na forma atual. Suas contribuices
permanecem centrais tanto para a pesquisa tedrica quanto para aplicagdes praticas,
particularmente em gerenciamento de riscos, finangas quantitativas e modelagem estocastica
em diversas ciéncias.

O trabalho de Andrei Kolmogorov transcende os temas especificos de processos estocasticos,
matematica financeira e equagbes de difusdo. Embora sua influéncia na teoria das
probabilidades e no calculo estocastico seja inegavel, seu alcance intelectual se estende por um
vasto espectro de matemdtica, fisica, teoria da informacao, sistemas dinamicos, teoria da
complexidade e filosofia. Suas contribuigdes moldaram fundamentalmente a maneira como
entendemos aleatoriedade, estrutura e informacdo em dominios tedricos e aplicados.

Impacto de Kolmogorov na Matematica Pura



Além da probabilidade, Kolmogorov fez contribui¢cdes fundamentais para a analise funcional,
topologia e l6gica matematica. Seu trabalho inicial sobre a convergéncia de séries de Fourier
resolveu problemas de longa data na analise real, e suas contribui¢cdes fundamentais para a
teoria da medida—particularmente na probabilidade—influenciaram diversas areas
matematicas. Seu trabalho em espacos de Hilbert desempenhou um papel na andlise funcional
e na mecanica quantica.

Teoria da Informagao e Complexidade de Kolmogorov

Kolmogorov essencialmente criou a teoria da informacao algoritmica, desenvolvendo o que
hoje é conhecido como Complexidade de Kolmogorov—uma medida da descricdo mais curta
possivel de um objeto (como uma sequéncia de nimeros) dentro de um framework
computacional. Este conceito fundamenta a compressao de dados, aprendizado de maquina,
aleatoriedade computacional e ciéncia da computacao tedrica, formando um pilar chave da
teoria da complexidade moderna. Também fornece uma profunda conexado entre probabilidade
e informacao.

Para uma sequéncia binaria X, a Complexidade de Kolmogorov K(x) é o comprimento do

programa mais curto que produz X em uma maquina de Turing universal:

K(x) = min{|p|: U(p) = x}

Isso formaliza o conceito de aleatoriedade em um sentido computacional, influenciando
profundamente a teoria algoritmica e aplicagcGes em inteligéncia artificial e aprendizado
profundo.

Teoria Ergddica e Sistemas Dinamicos

Kolmogorov introduziu ideias fundamentais na teoria ergddica, que estuda o comportamento a
longo prazo de sistemas dindmicos. Seu trabalho langou as bases para:

Teoria do caos e imprevisibilidade deterministica.

Entropia em sistemas dinamicos, levando a entropia de Kolmogorov-Sinai, um conceito chave
na mecanica estatistica e na dinamica nao linear.

Avangos na mecanica celeste e turbuléncia, influenciando a dinamica dos fluidos e a fisica
espacial.

Seu trabalho na teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) em sistemas dindmicos ajudou a
descrever a estabilidade do movimento planetério, formando uma ponte entre modelos
deterministicos e estocasticos.

Contribuic6es de Kolmogorov para a Fisica

A influéncia de Kolmogorov se estende profundamente na mecanica estatistica, fisica quantica
e teoria da turbuléncia. Sua famosa teoria da turbuléncia de 1941 é um dos desenvolvimentos
mais importantes na mecanica dos fluidos, fornecendo um modelo estatistico para cascatas de
energia em fluxos turbulentos. Isso permanece fundamental na ciéncia climatica, engenharia e
astrofisica.

Kolmogorov na Filosofia e nos Fundamentos da Ciéncia



A axiomatizagdo da probabilidade por Kolmogorov introduziu um novo nivel de rigor
matematico a incerteza, reformulando debates na filosofia da ciéncia, teoria da decisdo e
inferéncia bayesiana. Sua influéncia abrange epistemologia, légica formal e a matematica da
percepc¢ao, impactando diretamente areas como inteligéncia artificial, neurociéncia e ciéncia
cognitiva.

A Figura Unificadora na Matematica e na Ciéncia do Século XX

As contribui¢cdes de Kolmogorov sdo muito maiores do que qualquer dominio especifico. Seu
trabalho é uma ponte entre matematica pura e aplicada, abrangendo probabilidade,
informacdo, computacao, fisica, finangas e teoria da complexidade. Seu legado intelectual é
universal, moldando ndo apenas as financas estocasticas e a fisica matemdtica, mas também a
maneira como pensamos sobre aleatoriedade, estrutura e previsibilidade em todas as ciéncias
e matematica.

1.1 Kiyoshi Ito e as Fundamentos do Calculo Estocastico

Kiyoshi 1t0 (1915—-2008) foi um matematico japonés cujo trabalho em processos estocasticos e
calculo estocastico teve um impacto profundo na teoria da probabilidade e suas aplicagdes em
financas.

Ito iniciou sua carreira académica apds a Segunda Grande Guerra quando ele aceitou uma
posicao na Universidade de Téquio. Seus trabalhos iniciais centraram-se em teoria da
probabilidade e estavam profundamente enraizadas no rigor matematico e nas bases
estabelecidas por Andrei Kolmogorov. Essa formacao inicial de Itd em probabilidades foi muito
importante para suas contribuicdes posteriores ao calculo estocastico.

Em 1933, Kolmogorov publicou "Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung"
(Fundamentos da Teoria da Probabilidade), que formalizou a teoria da probabilidade usando a
teoria da medida. Este trabalho forneceu uma estrutura matemadtica para o estudo de
fendmenos aleatdrios e langou as bases para a teoria moderna da probabilidade.

Inspirado pelo trabalho de Kolmogorov, It comegou a explorar o comportamento de processos
estocasticos, focando particularmente em processos de Markov. Um processo de Markov é um
tipo de processo estocdstico que satisfaz a propriedade de Markov, que afirma que o estado
futuro do processo depende apenas do estado presente e ndo da histdria passada. Nesse
contexto, uma das contribuig¢des significativas de It0 foi o desenvolvimento do conceito de
probabilidades de transicdo e das equag¢des de Chapman-Kolmogorov. As equagdes de
Chapman-Kolmogorov descrevem a relagdo entre as probabilidades de transi¢do em diferentes
intervalos de tempo e sao fundamentais para o estudo dos processos de Markov.

Com base em seu trabalho com processos de Markov, It6 voltou sua ateng¢do para processos
estocasticos impulsionados pelo movimento browniano. O movimento browniano, ou processo
de Wiener, é um processo estocastico em tempo continuo com incrementos estacionarios e
independentes. E um modelo fundamental para movimento aleatério.

Para modelar o comportamento de fun¢Ges de processos estocasticos, I1to desenvolveu a
estrutura do calculo estocastico. O cdlculo cldssico depende da diferenciabilidade suave, mas
processos estocasticos como o movimento browniano ndo sao diferencidveis em lugar algum.
O calculo de It6 supera isso definindo diferenciais em um sentido probabilistico, introduzindo o
conceito de diferenciais estocasticos.



O Lema de Ito é um resultado fundamental nessa estrutura e fornece um método para
diferenciar funcdes de processos estocasticos, particularmente aqueles impulsionados pelo
movimento browniano.

Considere um processo estocdstico St gue segue a equacdo diferencial estocastica (SDE):
dSt — ﬂSt dt + O-St th

onde ,Ll é o coeficiente de deriva, O é o coeficiente de volatilidade e th representa o
incremento de um processo de Wiener. Para uma funcao V(S, t), o Lema de It6 afirma

que o diferencial dV é dado por:

dV = aV+ Sav+1 252621/ dt + SanW
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O principal insight do Lema de It0 é a presenca do termo adicional de segunda ordem:
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Esse termo surge devido a ndo diferenciabilidade do movimento browniano. Este termo nao
apareceria se aplicassemos incorretamente o cdlculo padrao.

Mas o calculo de 1t6 ndo se restringe ao artificio do Lema de It6.

A Integral de 1td é um tipo de integral usada especificamente para processos estocasticos,
especialmente aqueles envolvendo movimento Browniano. Enquanto as integrais tradicionais,
como as integrais de Riemann ou de Lebesgue, funcionam bem para fungbes deterministicas
(sem randomicidade), elas ndo estdo equipadas para lidar com a natureza erratica dos
processos estocdsticos.

Na integracdo tradicional, somamos o produto entre o valor da funcdo e a largura do pequeno
intervalo ao longo de todo o caminho de integragdo. Isso funciona bem para fun¢des suaves e
previsiveis. No entanto, no caso de processos estocasticos, particularmente o movimento
browniano, os caminhos sdo altamente irregulares e nao diferencidveis. Isso exige uma
abordagem diferente.

Aintegral de It0 estende essas integrais cldssicas considerando a aleatoriedade inerente ao

processo. Se vocé tem um processo Stque é adaptado a filtragem gerada por um processo de

Wiener Wt (que representa o movimento browniano), a integral de Ito é definida como:



S, dw,
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Ao contrario das integrais padrdes, onde podemos escolher pontos dentro de cada intervalo

livremente, a integral de Ito é construido de tal forma que o integrando SS é ndo-
antecipativo. Isso significa que SS é escolhido com base apenas nas informacdes disponiveis

até o tempo S, e ndo em qualquer informac3o futura. Isso garante que o integrando seja

previsivel em relagdo a filtragem.

Na pratica, isso significa que, ao somar os produtos do integrando e os incrementos de Wt' o

valor de J g em cada ponto S é determinado sem conhecimento dos valores futuros de

Wt' Este é um aspecto crucial, pois em um ambiente estocastico, os valores futuros sdo

inerentemente imprevisiveis.

A importancia do Calculo de It0 é gigantesca. Ele forma a espinha dorsal das financas
guantitativas, particularmente na precificacdo de derivativos, gestdo de risco e modelagem de
taxas de juros. A equacdo de Black-Scholes é derivada usando o Lema de It6. Na fisica e em
processos estocdsticos, é usado na modelagem de processos de difusdo, movimento
browniano em fluidos e flutuagGes termodinamicas. Aparece nas equagées de Langevin, que
descrevem o movimento das particulas sob forcas aleatérias. Em engenharia, em teoria de
controle, é essencial em problemas de controle estocastico, como filtragem étima (por
exemplo, filtros de Kalman no processamento de sinais). E utilizado em robética e automacao
para lidar com incertezas em sistemas dinamicos. Na biologia e na epidemiologia, Clculo de
I1td modela flutuag¢des aleatdrias na dindmica populacional, genética e atividade neural.
Também ajuda no estudo dos efeitos estocdasticos na disseminacdo de doencas e sistemas
ecoldgicos.

1.2 Louis Bachelier e o Nascimento da Matematica Financeira

Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier nasceu em 11 de marco de 1870, em Le Havre, Franca.
Ele veio de uma familia envolvida trading de agées, o que provavelmente influenciou seu
interesse pelos mercados financeiros. Bachelier perdeu ambos os pais aos 19 anos, o que o
forcou a assumir a responsabilidade por seus irmaos mais novos e gerenciar os negécios da
familia. Bachelier inicialmente estudou no Lycée Henri-IV em Paris, mas teve que interromper
seus estudos devido as responsabilidades familiares. Ele retornou a academia, matriculando-se
na Universidade Sorbonne em Paris, onde estudou sob a orientagdo de Henri Poincaré.

Em 1900, Bachelier apresentou sua tese de doutorado, "Théorie de la spéculation" (Teoria da
Especulagdo), em Sorbonne. Este trabalho inovador é considerado o primeiro tratamento
matematico das finangas e langou as bases para a teoria moderna dos processos estocasticos e
da matemdtica financeira.



Em sua tese, Bachelier introduziu o conceito de movimento browniano (ou processo de
Wiener) para modelar as flutuacGes aleatdrias dos precos das acdes. Ele propds que a
probabilidade das mudancas nos precos das a¢des segue uma distribuicdo normal, o que era
uma ideia nova na época. O trabalho de Bachelier precedeu os famosos artigos de Albert
Einstein sobre movimento browniano em cinco anos e forneceu uma estrutura matematica
para entender o comportamento dos mercados financeiros.

Bachelier foi o primeiro a aplicar o conceito de movimento browniano as financas. Ele nos deu
um modelo matematico para o movimento aleatdrio dos precos das a¢les, que mais tarde viria
a se tornou o pilar da matematica financeira e da teoria dos processos estocasticos. O trabalho
de Bachelier na precificacao de op¢des foi pioneiro. Ele derivou uma férmula para precificar
opc¢bes com base na suposicdo de que os precos das acdes seguem um movimento browniano
com deriva (drift) e volatilidade constantes. A introdu¢do do movimento browniano por
Bachelier e seu trabalho em processos estocasticos influenciaram o desenvolvimento do
calculo estocastico. Suas ideias foram posteriormente formalizadas e expandiram por
matematicos como Norbert Wiener, Kiyoshi I1té6 e Andrei Kolmogorov.

Algumas de suas contribuigdes:

1) Modelo matematico para pregos de ativos baseado no movimento browniano:

Onde St é o preco do ativo financeiro no tempo t, ,U € o drift ou a deriva (taxa de retorno

esperada), O é a volatilidade (constante ao longo do tempo, e Wt é o movimento

Browniano padrdo (processo de Wiener).
2) Equagao de Difusdo para Precificacdo de Opgoes:

Bachelier derivou a equacgao diferencial parcial que governa o preco de uma opc¢do europeia
(equagdo do calor):

ov_ 1 OV _
ot 27 asz

Resolvendo-a sob a condigao terminal:

V(S,T) = max(S;r — K,0)

Ele obteve a “Bachelier pricing formula for a European call option”:

V(S,t) = (S, — K)®(d) + ovT — t(d)

Onde:



St_K

d=———
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¢ representa a Func¢do de Distribuicdo Acumulada (CDF) da distribuicdo normal padrdo. A

CDF, ©(x), fornece a probabilidade de que uma varidvel aleatéria normal padrdo seja menor ou
igual a um valor x dado.

¢ representa a Fun¢do Densidade de Probabilidade (PDF) da distribuicdo normal padrdo. A
PDF, ¢(x), descreve a probabilidade de uma varidvel aleatéria assumir um valor especifico.

3) Teoria das Probabilidades e Martingales:

O trabalho de Bachelier também introduziu conceitos-chave em martingales, que mais tarde se
tornaram fundamentais na teoria das probabilidades e na matematica financeira. Ele sugeriu
gue, sob condicdes de mercado justas, o preco futuro esperado de um ativo deve ser igual ao
seu valor presente, antecipando o que hoje é conhecido como a propriedade martingale:

E[5T|5t] =S¢

Embora ele ndo tenha formalizado a estrutura de martingales, suas percepgoes influenciaram
diretamente os desenvolvimentos posteriores por Paul Lévy, Joseph Doob e, eventualmente, a
medida de neutralidade ao risco usada nas financas matematicas modernas.

Apesar da obscuridade inicial, o trabalho de Bachelier lancou as bases para os processos
estocasticos. Seu uso do movimento browniano influenciou diretamente o trabalho de Albert
Einstein sobre movimento browniano (1905) na fisica estatistica, a formalizacdo do movimento
browniano por Norbert Wiener (1923), levando ao processo de Wiener e o calculo estocastico
de Kiyoshi It6 (década de 1940), que estendeu as ideias de Bachelier para equagdes diferenciais
estocasticas (SDEs) gerais.

A EDP de Black-Scholes pode ser vista como uma generaliza¢do da equagao de Bachelier,
incorporando o crescimento geométrico dos precos dos ativos e o framework de precificacdo
neutra ao risco.

1.3 A Liga¢ao Entre Bachelier e Black-Scholes

A conexdo entre o trabalho de Bachelier e a equacdo de Black-Scholes é tanto histérica quanto
matematica. Enquanto Bachelier modelava os precgos das agdes como movimento browniano
aritmético, Black e Scholes extenderam essa estrutura para o movimento browniano
geométrico, que considera o crescimento exponencial dos precos dos ativos. As principais
diferencas e semelhangas incluem:

Modelo de Bachelier:

dSt = udt + adWt,



onde St é o preco da acdo, U é o drift, 0 é avolatilidade e W't ¢ um movimento browniano
padrao.

Modelo de Black-Scholes:

dSt = uStdt + oStdW',

gue incorpora o crescimento geométrico dos precos dos ativos.

Ambos os modelos dependem da suposicdo de movimento browniano, mas a estrutura de
Black-Scholes é dotada da capacidade de modelar o crescimento exponencial dos precos dos
ativos. No entanto, os dois modelos compartilham a limitagcdo de assumir caminhos de precos
continuos e retornos normalmente distribuidos, que ndo conseguem capturar a natureza de
cauda pesada e descontinuidades dos mercados financeiros reais.

1.4 As Grandes Dificuldades Matematicas que Fischer Black e Myron Scholes Enfrentaram:

Os criadores da equacao de Black-Scholes—Fischer Black e Myron Scholes, posteriormente
refinada com contribuicdes de Robert Merton—enfrentaram desafios matematicos
significativos ao formular seu modelo inovador para a precificacdo de opg¢des. Suas dificuldades
se originaram principalmente da necessidade de lidar com processos estocasticos,
particularmente o calculo de It6, que ndo era bem conhecido pelos economistas da época.

Nem Fischer Black nem Myron Scholes tinham educacao formal em matematica avancada no
nivel exigido para o calculo estocastico. No entanto, Fischer Black possuia um background
matematico mais forte em comparacdao com Scholes, embora nao inicialmente em processos
estocasticos. Fischer Black obteve um doutorado em matematica aplicada na Universidade de
Harvard (1964). Sua pesquisa estava relacionada a dreas como inteligéncia artificial e sistemas
dindmicos, e ndo a financas ou processos estocdsticos.

Myron Scholes tinha uma formag¢dao em economia, obtendo um doutorado na Universidade de
Chicago (1969). Sua formacdo era mais voltada para teoria econémica e finangas empiricas do
que para finangcas matematicas. Ele dependeu de Black (e posteriormente de Merton) para os
aspectos matematicos mais profundos do modelo. A verdadeira expertise em calculo
estocastico veio de Robert Merton.

Robert C. Merton estudou matematica de engenharia na Universidade de Columbia. Obteve
um B.S. em Matematica de Engenharia em 1966. Possuia um Mestrado em Matematica
Aplicada no Instituto de Tecnologia da Califérnia (Caltech) e isso lhe proporcionou
fundamentagdo em teoria da probabilidade, processos estocasticos e equagbes diferenciais.
Merton mudou para a drea de economia sob a supervisdo de Paul Samuelson no MIT.
Samuelson foi um dos pioneiros na aplica¢do de processos estocdsticos a economia financeira.
A pesquisa de doutorado de Merton focou em finangas em tempo continuo.

Alias, Paul Samuelson, um economista de renome laureado com o Prémio Nobel, havia
trabalhado anteriormente em processos estocasticos em finangas. Embora nao estivesse
diretamente envolvido na derivagao de Black-Scholes, seu trabalho anterior sobre movimento
browniano geométrico e martingales na economia ajudou a abrir caminho para essas
descobertas

Black e Scholes precisavam modelar a aleatoriedade dos precos das a¢des, o que exigia o uso
do movimento browniano (processos de Wiener). O desafio era que o calculo tradicional ndo



conseguia lidar facilmente com a nao-diferenciabilidade desses processos aleatérios. Fischer
Black inicialmente tentou usar o cdlculo padrao em processos estocasticos, mas se deparou
com contradic¢des. A grande descoberta ocorreu quando eles incorporaram o Lema de I1t6, um
resultado chave no cdlculo estocdstico que fornece a diferencial correta de uma fungao
impulsionada por um movimento browniano.

Uma vez que aplicaram o Lema de It6, derivaram uma equacao diferencial estocastica para o
preco da op¢do, que levou a uma EDP parabdlica semelhante a equagdo do calor na fisica. A
dificuldade estava em resolver essa equacgao sob condi¢gdes de contorno realistas.

O conceito de um "mundo neutro ao risco," onde todos os investidores sdo indiferentes ao
risco, é contraintuitivo, ndo é trivial de desenvolver matematicamente e ndo se verifica no
mundo real. Mas, de qualquer forma, eles se decidiram a partir dessa hipdtese e tiveram que
demonstrar que uma carteira autossustentdvel composta por a¢des e op¢des poderia eliminar
o risco de uma maneira especifica.

Um dos aspectos mais dificeis foi modelar corretamente a volatilidade. Embora a equacao final
assumisse volatilidade constante, o comportamento real dos mercados é muito mais complexo.
A decisdo deles de modelar a volatilidade como constante foi uma simplificagdo que

pesquisadores posteriores, como Merton, ampliaram para modelos de volatilidade estocdstica.

1.5 Motivagdo para Estender a Estrutura de Black-Scholes

O modelo de Black-Scholes apresenta limitacdes significativas. Evidéncias empiricas mostram
gue os mercados financeiros exibem:

DistribuigcGes de cauda pesada: Eventos extremos (por exemplo, quedas de mercado) sdo mais
provaveis do que o previsto por uma distribuicdo gaussiana.

Assimetria: As distribuicGes de retornos sdo frequentemente assimétricas, com uma maior
probabilidade de grandes perdas do que de grandes ganhos.

Saltos: Os precos podem experimentar movimentos subitos e descontinuados devido a noticias
ou choques.

Clustering de volatilidade: Periodos de alta volatilidade tendem a se agrupar, um fenémeno
que ndo é capturado pela suposicao de volatilidade constante no modelo de Black-Scholes.

Para abordar essas limitacGes, este artigo propde estender a estrutura de Black-Scholes
incorporando processos de Lévy, modelos de jump-diffusion e o processo de Ornstein-
Uhlenbeck. Essas extensGes fornecem uma descri¢do mais realista do comportamento do
mercado, melhorando a precisdo da precificagao de opgdes e da gestdo de riscos.

Com essas adigOes, espera-se que a nova abordagem consiga capturar as nuances dos
mercados financeiros, refletindo melhor a realidade observada nas flutuagdes dos pregos dos
ativos e nas dinamicas de volatilidade. A seguir, exploraremos em detalhes cada um desses
processos e como sua integracdo a estrutura de Black-Scholes pode oferecer uma visdo mais
abrangente do comportamento do mercado financeiro, melhorando a precisdo na precificacdao
de opg¢des e de risk management.

2. A Equacao de Black-Scholes e o Movimento Browniano

2.1 Derivagdo da Equacdo de Black-Scholes



A equacdo de Black-Scholes é derivada sob a suposicdo de que o preco St de um ativo

subjacente segue um movimento browniano geométrico. A equacao diferencial estocastica
(SDE) para o preco do ativo é dada por:

dSt — 'LlSt dt + O-St th,

onde:

,Ll é o termo de drift que representa o retorno esperado,
O é a volatilidade do ativo,

Wt € um movimento browniano padrao.

A equacado diferencial parcial de Black-Scholes (PDE) para o preco V(St, t)de uma opgao

europeia é derivada usando o lema de It6. Para uma fung¢ao V(St, t) gue é duas vezes

diferenciavel em St e umavez em t, o lema de Ito da:

dV = (5 + ust § )dt + aSt th

Ao construir uma carteira livre de risco consistindo da opg¢do e uma posicdo dinamicamente

ajustada no ativo subjacente, o termo de drift H ¢é eliminado, levando a PDE de Black-Scholes:
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onde

T ¢ ataxa de juros livre de risco.

2.2 Papel do Movimento Browniano no Framework de Black-Scholes

A suposicdo de movimento browniano geométrico implica:

Caminhos amostrais continuos: O preco do ativo Stevolui continuamente ao longo do tempo

sem saltos.
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Incrementos independentes: Os incrementos Wt+At - Wt sdo independentes e

identicamente distribuidos (i.i.d.).

Essas suposi¢Ges simplificam a matematica da precificagcdo de op¢des, mas falham em capturar
caracteristicas-chave dos mercados financeiros reais, como distribuicdes de retornos de cauda
pesada, assimetria e movimentos descontinuos de precos.

2.3 Limitagdes do Framework de Black-Scholes

O modelo de Black-Scholes se baseia em varias suposicdes que sao inconsistentes com
observagdes empiricas:

Normalidade dos Retornos: A suposicdo de retornos normalmente distribuidos subestima a
probabilidade de eventos extremos, levando a uma precificacdo imprecisa de op¢des fora do
dinheiro (OTM) e estratégias de hedge de risco de cauda.

Volatilidade Constante: A suposicdo de volatilidade constante O falha em capturar a natureza
variavel da volatilidade ao longo do tempo, incluindo aglomeragdo de volatilidade e reversao a
média.

Caminhos de Pregos Continuos (continuous price paths): A suposicdo de caminhos amostrais
continuos ignora a possibilidade de saltos subitos nos precos dos ativos, que sao
frequentemente observados em mercados reais.

Essas limitacdes levaram ao desenvolvimento de modelos alternativos que incorporam
distribuicdes de cauda pesada, saltos e volatilidade estocastica.

3. Critica ao Movimento Browniano na Modelagem Financeira
3.1 Evidéncias Empiricas

Estudos empiricos dos mercados financeiros demonstraram que os retornos dos ativos exibem
comportamentos que sdo inconsistentes com as suposi¢des de movimento browniano
geométrico. Caracteristicas principais incluem:

Distribuig6es de Cauda Pesada: A distribuicdo dos retornos dos ativos tem caudas mais
pesadas do que uma distribuicdo normal, indicando uma maior probabilidade de eventos
extremos.

Assimetria: A distribuicdo dos retornos é frequentemente assimétrica, com uma maior
probabilidade de grandes perdas do que grandes ganhos.

Saltos: Os precos dos ativos podem experimentar movimentos subitos e descontinuos devido a
noticias, choques ou crises de liquidez.

Clustering ou aglomeragao de volatilidade: Periodos de alta volatilidade tendem a se agrupar,
um fenébmeno ndo capturado pela suposicdo de volatilidade constante no modelo de Black-
Scholes.



3.2 Limitagoes do Framework de Black-Scholes
As limitacGes do framework de Black-Scholes podem ser resumidas da seguinte forma:
Subestimacao de Eventos Extremos:

A suposicdo de retornos normalmente distribuidos leva a uma subestimagao da probabilidade
e impacto de eventos extremos, como quedas ou bolhas de mercado.

Isso é particularmente problematico para hedge de risco de cauda e a precificacdo de opgbes
OTM, que sdo altamente sensiveis a eventos extremos.

Incapacidade de Capturar Saltos:

A suposicdo de caminhos de precos continuos ignora a possibilidade de saltos subitos nos
precos dos ativos, que sdao frequentemente observados em mercados reais.

Modelos de difusdo com saltos, que incorporam tanto a difusdo continua quanto saltos
descontinuos, fornecem uma descricdo mais precisa da dindmica dos precos dos ativos.

Suposicao de Volatilidade Constante:

A suposicdo de volatilidade constante falha em capturar a natureza variavel da volatilidade ao
longo do tempo, incluindo aglomeracao de volatilidade e reversdao a média.

Modelos de volatilidade estocastica, como o modelo de Heston, fornecem uma descricdo mais
realista da dindmica da volatilidade.

3.3 Contribui¢oes de Benoit Mandelbrot

O artigo de Benoit Mandelbrot de 1963, "The Variation of Certain Speculative Prices,"
demonstrou que os mercados financeiros exibem propriedades fractais, com movimentos de
precos mostrando auto-semelhanca em diferentes escalas de tempo. As principais descobertas
de Mandelbrot incluem:

Distribui¢6es de Cauda Pesada: Os retornos dos ativos seguem distribuicGes de cauda pesada,
como a distribuicdo de Pareto, que tém variancia infinita em alguns casos.

Dependéncia de Longo Prazo: Os retornos dos ativos exibem dependéncia de longo prazo, o
que significa que retornos passados podem influenciar retornos futuros ao longo de longos
horizontes de tempo.

Comportamento de Escalonamento: As propriedades estatisticas dos retornos dos ativos sao
invariantes sob mudancas de escala de tempo, um fenémeno conhecido como comportamento
de escalonamento.

O trabalho de Mandelbrot desafia a suposicdo de Black-Scholes de retornos independentes e
identicamente distribuidos (i.i.d.) e fornece uma descri¢cdo mais precisa da dindmica do
mercado.

3.4 Contribui¢des de Raphaél Douady

O trabalho de Raphaél Douady no StressVaR (Stress Value-at-Risk) enfatiza a importancia de
testar modelos financeiros contra cendrios extremos. Aspectos principais das contribui¢cdes de
Douady incluem:



Testes de Estresse: O StressVaR envolve a simula¢do de cenarios extremos, mas plausiveis, para
avaliar o impacto na adequacao de capital, liquidez e rentabilidade de uma instituicao
financeira.

Gestao de Risco de Cauda: O StressVaR fornece um framework para identificar, medir e mitigar
o risco de eventos extremos, que estdo nas caudas da distribuicdo de probabilidade dos
retornos.

Conformidade Regulatodria: O StressVaR esta alinhado com os requisitos regulatdrios para
testes de estresse e gestdo de risco de cauda, como os delineados no Basel Il e na Lei Dodd-
Frank.

3.5 Contribui¢des de Nassim Nicholas Taleb

O trabalho de Nassim Nicholas Taleb, particularmente em "Dynamic Hedging: Managing Vanilla
and Exotic Options", destaca as limitagdes dos modelos financeiros tradicionais, como o
framework de Black-Scholes, na gestao de risco de cauda. Percepg¢Ges principais do trabalho de
Taleb incluem:

Hedge Dindamico: Estratégias de hedge tradicionais, como o delta hedge, sdo inadequadas para
gerenciar o risco de eventos extremos, que requerem abordagens mais robustas, como o
gamma hedge.

Caudas Gordas: A suposicao de retornos normalmente distribuidos subestima a probabilidade
de eventos extremos, levando a estratégias de hedge inadequadas e op¢des mal precificadas.

Cisnes Negros: Taleb enfatiza a importancia de considerar eventos raros, mas catastroficos, que
ele chama de "Cisnes Negros", na modelagem financeira e na gestao de riscos.

3.6 Fundamentos Matematicos e Analise Estocastica

As limitagGes do modelo Black-Scholes levaram ao desenvolvimento de modelos mais
avancados que incorporam distribuicdes de cauda pesada, saltos e volatilidade estocastica.
Esses modelos se baseiam nos fundamentos matematicos da analise estocastica, incluindo:

Processos de Lévy: Os processos de Lévy generalizam o movimento browniano, permitindo
tanto difusdo continua quanto saltos descontinuos. Eles sdo bem adequados para modelar
retornos de cauda pesada e movimentos subitos de pregos.

Modelos de Salto-Difusao: Os modelos de salto-difusdo combinam um processo de difusao
continua com um processo de Poisson composto para capturar saltos repentinos nos pregos de
ativos.

Modelos de Volatilidade Estocastica: Modelos de volatilidade estocastica, como o modelo de
Heston, incorporam volatilidade varidvel no tempo para capturar o agrupamento de
volatilidade observado em mercados reais.

4. Processos de Lévy, Modelos de Jump-Diffusion e o Processo de Ornstein-Uhlenbeck

4.1 Processos de Lévy

Um processo de Lévy Xt é um processo estocéstico com incrementos estacionarios e
independentes, que pode incluir tanto uma componente continua (movimento browniano)
guanto uma componente de saltos.



Propriedades principais:
Distribui¢cdes de cauda pesada (por exemplo, caudas de lei de poténcia).
Caminhos de amostra descontinuados (saltos).

Os processos de Lévy generalizam o movimento browniano e sdo bem adequados para
modelar mercados financeiros, onde saltos grandes e retornos de cauda pesada sdao comuns.

4.2 O Processo de Jump-Diffusion

Um processo de jump-diffusion combina um movimento browniano com um processo de
Poisson composto para modelar saltos subitos:

dSt - ,USt dt + O-St th+ ]t dNt
onde:
Nt é um processo de Poisson (contando saltos),

Jt é o tamanho do salto (varidvel aleatéria).

Modelos de jump-diffusion sdo particularmente Uteis para capturar choques repentinos no
mercado, como aqueles causados por eventos de noticias ou crises de liquidez.

4.3 O Processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU)

O processo OU é um processo estocdstico que modela o comportamento que reverte a média.
Ele é definido pela seguinte equacdo diferencial estocastica (EDE):

onde:

Xt é o valor do processo no tempo (t),
[ é a média de longo prazo,

O é ataxa de revers3o a média,

O é a volatilidade,

W't é um movimento browniano padrio.
O processo OU é amplamente utilizado em finangas para modelar:

Taxas de juros: O modelo de Vasicek usa um processo OU para descrever a evolugao das taxas
de juros de curto prazo.



Volatilidade: Modelos de volatilidade estocastica, como o modelo de Heston, incorporam
processos OU para capturar a natureza que reverte a média da volatilidade.

Precos de commodities: Muitas commodities exibem comportamento que reverte a média
devido a dinamica de oferta e demanda.

4.4 Combinando Processos de Lévy, Jump-Diffusion e Processos OU

Para capturar melhor a complexidade dos mercados financeiros, podemos combinar processos
de Lévy, modelos de jump-diffusion e processos OU em uma estrutura unificada. Por exemplo:

Usar um processo de Lévy para modelar retornos de ativos com caudas pesadas e saltos.

Usar um processo OU para modelar volatilidade estocastica ou taxas de juros, que exibem
comportamento que reverte a média.

Incorporar jump-diffusion para considerar movimentos de preco subitos e descontinuados.

Um modelo combinado pode ser expresso como:

dSt — ‘LlSt dt + O-tSt st +]t dNt
onde:

Ot segue um processo OU para modelar volatilidade estocastica,
Lt é um processo de Lévy para capturar retornos de cauda pesada,

]t dNt representa jump-diffusion.

4.5 Vantagens da Estrutura Combinada

Flexibilidade: A estrutura combinada pode modelar uma ampla gama de comportamentos do
mercado, incluindo caudas pesadas, saltos e reversdao a média.

Realismo: Ao incorporar multiplos processos estocdsticos, o modelo reflete melhor as
dindmicas complexas dos mercados financeiros reais.

Aplicag¢des Praticas:

Precificacdo de Opgdes: A estrutura combinada fornece pregos mais precisos para opcgoes,
particularmente aquelas sensiveis a volatilidade e saltos (por exemplo, opg¢des de barreira,
swaps de volatilidade).

Gestdo de Riscos: O modelo captura melhor o risco de cauda e o impacto de eventos extremos,
melhorando testes de estresse e calculos de Value-at-Risk (VaR).

Otimizacdo de Portfélio: A estrutura permite uma otimiza¢do de portfdlio mais robusta ao
considerar a interacao entre retornos de ativos, volatilidade e saltos.



5. Reescrevendo a Equacao de Black-Scholes para Processos de Lévy e o Processo de
Ornstein-Uhlenbeck

5.1 Equagoes Diferenciais Estocasticas Dirigidas por Lévy

Para capturar melhor a complexidade dos mercados financeiros, substituimos o movimento

Browniano I/t no framework de Black-Scholes por um processo de Lévy Lt, que inclui tanto
um componente continuo quanto um componente de salto. A dindmica do preco do ativo pode
ser descrita por:

dSt = uStdt + otStdlLt,

onde:
L é o drift (retorno esperado),

O't é a volatilidade estocastica, que pode ser modelada usando um processo de Ornstein-
Uhlenbeck (OU),

Lt é um processo de Lévy capturando retornos de cauda pesada e saltos.
Incorporando o Processo de Ornstein-Uhlenbeck para Volatilidade Estocastica

O processo OU é particularmente bem adequado para modelar a volatilidade estocastica, que

exibe comportamento de reversdo a média. A dindmica da volatilidade Ot pode ser descrita
por:

dot = 0(0” — at)dt + EdWs,
onde:

O é a taxa de revers3o 3 média,

O é avolatilidade média de longo prazo,

& é avolatilidade da volatilidade,
Wt é um movimento Browniano padrio (independente de Lt).

Essa formulacdo permite que a volatilidade flutue em torno de sua média de longo prazo O,
capturando o fen6meno empiricamente observado de clustering (aglomeragao) de volatilidade.

5.3 Modelo Combinado: Processos de Lévy, Difusao com Saltos e Processos OU

Para criar um modelo abrangente que capture retornos de cauda pesada, saltos e volatilidade
estocastica, combinamos o processo de Lévy, a difusdo com saltos e o processo OU em uma
Unica estrutura. A dindmica do prego do ativo é dada por:

dSt —_ ,LlSt dt + O-tSt st+]t dNt
onde:

O't segue o processo OU para volatilidade estocastica,



Lt € um processo de Lévy capturando retornos de cauda pesada,

]t dNt representa o componente de difusdo com saltos (com Nt sendo um processo de
Poisson e]to tamanho do salto).

5.4 Equacgao de Black-Scholes Modificada

A equacdo diferencial parcial original de Black-Scholes (PDE) deve ser estendida para
considerar o processo de Lévy, saltos e volatilidade estocdstica. Usando o lema de Ito para
processos de Lévy e incorporando o processo OU para volatilidade, a PDE modificada torna-se:
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, onde:

/1 é a intensidade do salto,

U(dZ) é a medida de Lévy (descrevendo a distribuicdo dos tamanhos dos saltos),
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estocastica.

5.5 Interpretagao da Equa¢ao Modificada

Volatilidade Estocastica: Os termos envolvendo O-t capturam o comportamento de reversao

a média da volatilidade, que é critico para a precificagdao de instrumentos sensiveis a
volatilidade (por exemplo, swaps de varidncia, opgoes VIX).

Saltos: O termo integral considera o impacto dos saltos no pre¢o da opgao, o que é

particularmente importante para opcdes fora do dinheiro (OTM) e hedge de risco de cauda.

Retornos de Cauda Pesada: O processo de Lévy Ltgarante que o modelo capture a natureza

de cauda pesada dos retornos dos ativos, alinhando-se com observa¢des empiricas.

5.6 Métodos Numéricos para Resolver a Equa¢ao Modificada



Resolver a equacdo de Black-Scholes modificada requer métodos numéricos avancados, tais
como:

Simula¢dao Monte Carlo: Simulacdo do processo combinado Lévy-OU para estimar precos de
opgoes.

Métodos de Diferencas Finitas: Discretizacdo da PDE para resolver numericamente o preco da
opgao.

Métodos de Transformada de Fourier: Uso de fungGes caracteristicas dos processos de Lévy
para calcular precos de opgGes de forma eficiente.

6. ImplicagGes e Aplicagdes

O framework combinado, que incorpora processos de Lévy, modelos de difusdo com saltos e o
processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU), tem profundas implicacGes para modelagem financeira,
gestdo de risco e conformidade regulatdria. Esta secdo explora as aplicagdes praticas do
framework, enfatizando sua capacidade de capturar eventos extremos, volatilidade estocastica
e comportamento de reversdao a média. Também destacamos as contribui¢cdes de Leonard
Ornstein e George Uhlenbeck, cujo trabalho no processo OU langou as bases para modelar
fendbmenos de reversao a média em financas.

6.1 Precificacdo de Opgoes e Hedge
Hedge Dinamico e Risco de Cauda:

A equacdo de Black-Scholes modificada, incorporando processos de Lévy e difusdo com saltos,
fornece uma base mais precisa para estratégias de hedge dindmico. Ao considerar saltos
subitos e retornos de cauda pesada, o framework permite que os traders gerenciem melhor o
risco de cauda, particularmente para op¢des fora do dinheiro (OTM).

Nassim Nicholas Taleb, em seu livro "Dynamic Hedging: Managing Vanilla and Exotic Options",
enfatiza a importancia de considerar saltos e eventos extremos na precificacdo e hedge de
opgoes. O framework combinado se alinha com as percepgdes de Taleb, oferecendo uma
abordagem robusta para gerenciar os riscos associados aos movimentos descontinuos de
precos.

Volatility Smiles & Smirks:

O modelo de B-S assume volatilidade constante, levando a discrepancias entre os pregos das
opg¢oes previstos pelo modelo e os observados no mercado, conhecidas como "smile de
volatilidade" ou "smirk de volatilidade". O framework combinado, com seus componentes de
difusdao com saltos e volatilidade estocdstica, gera sorrisos de volatilidade naturalmente ao
incorporar a probabilidade de grandes saltos de precos e volatilidade varidvel ao longo do
tempo.

6.2 Gestao de Risco
Testes de Estresse e StressVaR:

O framework StressVaR de Raphaél Douady enfatiza a importancia de testar modelos
financeiros contra cendrios extremos. O framework combinado aprimora o StressVaR ao
incorporar processos de Lévy (para retornos de cauda pesada), difusdo com saltos (para
movimentos de pregos subitos) e o processo OU (para volatilidade estocastica).



As instituicoes financeiras podem usar o framework para simular cenarios extremos, mas
plausiveis, como quedas de mercado ou crises de liquidez, e avaliar seu impacto na adequacao
de capital e liquidez.

Gestao de Risco de Cauda:

O framework fornece medidas mais precisas de Valor em Risco (VaR) e Perda Esperada (ES),
que sdo criticas para a gestao de risco de cauda. Ao capturar o risco de eventos extremos, as
instituicGes podem desenvolver estratégias de hedge mais eficazes e alocar capital de forma
mais eficiente. Por exemplo, as distribuicdes de cauda pesada modeladas por processos de
Lévy permitem uma avaliagdo mais realista da probabilidade e do impacto de grandes perdas.

6.3 Fundamentos Matematicos e Analise Estocastica
Leonard Ornstein e George Uhlenbeck:

O processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU), desenvolvido por Leonard Ornstein e George
Uhlenbeck em 1930, foi originalmente usado para descrever a velocidade de uma particula
submetida a movimento Browniano sob a influéncia do atrito. Em finangas, o processo OU é
amplamente usado para modelar fenémenos de reversdo a média, como volatilidade
estocdstica e taxas de juros.

No contexto do framework combinado, o processo OU é usado para modelar a volatilidade
estocdstica, capturando o fen6meno empiricamente observado de aglomeracao de
volatilidade. Isso é critico para testes de estresse e gestdo de risco, pois periodos de alta
volatilidade frequentemente coincidem com crises financeiras.

Contribuicoes de Karen Uhlenbeck:

Embora Karen Uhlenbeck (sem relagdo com George Uhlenbeck) ndo esteja associada ao
processo OU, seu trabalho em andlise estocastica e equacgdes diferenciais parciais geométricas
fornece uma base matematica rigorosa para entender sistemas complexos. Seus insights sobre
a regularidade das solucGes para equacGes ndo lineares destacam a importancia de adaptar
modelos classicos (como o B-S) para considerar fenébmenos irregulares do mundo real.

6.4 Aplicacoes Praticas
Finangas Quantitativas:

O framework combinado é particularmente Util para a precificagdo de op¢des exdticas, como
op¢oes de barreira e opgdes lookback, que sdo altamente sensiveis a saltos e volatilidade.
Também fornece um framework mais preciso para valorar derivativos de crédito, onde o risco
de default (um evento de salto) e a natureza de reversdo a média das taxas de juros sdo fatores
criticos.

Conformidade Regulatoria:
Conformidade Regulatoria:

A énfase crescente dos reguladores financeiros em testes de estresse e gestdo de risco de
cauda é uma resposta as licdes aprendidas com crises financeiras passadas, como a Crise
Financeira Global (GFC) de 2008 e a queda do mercado durante a pandemia de COVID-19 em
2020. Esses eventos destacaram as limitacGes dos modelos financeiros tradicionais, que muitas
vezes subestimaram a probabilidade e o impacto de eventos extremos. Abaixo, elaboro sobre o



cenario regulatdrio, a importancia dos testes de estresse e da gestao de risco de cauda, e como
a estrutura combinada (incorporando processos de Lévy, modelos de difusdo com saltos e o
processo de Ornstein-Uhlenbeck) se alinha com esses requisitos.

Enfase Regulamentar em Testes de Estresse e Gestdo de Risco de Cauda

Os reguladores financeiros em todo o mundo introduziram requisitos rigorosos para testes de
estresse e gestdo de risco de cauda para garantir a estabilidade das instituicGes financeiras e do
sistema financeiro mais amplo. Os principais frameworks e iniciativas regulatdrias incluem:

Basel Ill e Testes de Estresse

Basel lll, desenvolvido pelo Comité de Supervisdo Bancaria da Basileia (BCBS), introduziu
requisitos aprimorados de capital e liquidez para os bancos. Um componente critico do Basel Il
é o teste de estresse, que exige que os bancos avaliem sua resiliéncia em cendrios econdmicos
adversos.

Os testes de estresse envolvem a simulagdo de cenarios extremos, mas plausiveis (por
exemplo, recessdes severas, quedas de mercado ou choques geopoliticos) para avaliar o
impacto na adequacdo de capital, liquidez e rentabilidade de um banco.

Reguladores, como o Federal Reserve nos EUA e o Banco Central Europeu (BCE) na UE, realizam
testes de estresse regulares (por exemplo, a Revisdo Abrangente de Capital e Andlise (CCAR) e
o Teste de Estresse em Toda a UE) para garantir que os bancos possam suportar severas
recessoes econdmicas.

Ato Dodd-Frank (Act) e Gestdo de Risco de Cauda

O Ato de Reforma e Protecdo ao Consumidor Dodd-Frank, promulgado em resposta a GFC de
2008, introduziu reformas abrangentes no sistema financeiro dos EUA. Uma provisdo chave é a
exigéncia para instituicdes financeiras sistemicamente importantes (SIFls) realizarem testes de
estresse e desenvolverem framewaorks robustos de gestdo de risco de cauda.

A gestdo de risco de cauda foca na identificagdao, medicao e mitigacao do risco de eventos
extremos (por exemplo, quedas de mercado, crises de liquidez) que estdo nas "caudas" da
distribuicdo de probabilidade dos retornos.

Iniciativas Regulatdrias Internacionais

O Conselho de Estabilidade Financeira - Financial Stability Board (FSB) e o Fundo Monetério
Internacional (FMI) também enfatizaram a importancia dos testes de estresse e da gestdo de
risco de cauda para a estabilidade financeira global.

Por exemplo, os Principios para Boas Praticas de Teste de Estresse e Supervisdo do FSB - FSB’s
Principles for Sound Stress Testing Practices and Supervision fornecem diretrizes para os
bancos desenvolverem frameworks eficazes de teste de estresse.

A Estrutura Combinada: Alinhamento com os Requisitos Regulatérios

A estrutura combinada, que incorpora processos de Lévy, modelos de difusdo com saltos e o
processo de Ornstein-Uhlenbeck, aborda as limitagdes dos modelos tradicionais e se alinha
com os requisitos regulamentares para testes de estresse e gestao de risco de cauda. Veja
como:

Capturando Eventos Extremos (Processos de Lévy e Difusdo com Saltos)



Processos de Lévy: Esses processos modelam distribui¢des de caudas pesadas, capturando a
probabilidade de eventos extremos (por exemplo, quedas de mercado) que estdo nas caudas
da distribuicdo de retornos.

Modelos de Difusdao com Saltos: Esses modelos consideram movimentos de precos subitos e
descontinuos causados por noticias, choques ou crises de liquidez. Ao incorporar saltos, a
estrutura fornece uma medida mais precisa do risco de cauda.

Modelagem da Volatilidade Estocdstica (Processo de Ornstein-Uhlenbeck)

O processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU) modela o comportamento de reversdo a média da
volatilidade, capturando a aglomeracgao de volatilidade observada nos mercados reais. Isso é
critico para testes de estresse, pois periodos de alta volatilidade frequentemente coincidem
com crises financeiras.

Ao incorporar a volatilidade estocastica, a estrutura fornece uma avaliacdo mais realista do
risco em condicOes adversas de mercado.

Melhoria dos Cenarios de Teste de Estresse

A estrutura combinada permite que as instituicdes financeiras simulem cenarios de teste de
estresse mais realistas, incluindo:

Quedas subitas de mercado (modeladas por saltos).

Periodos prolongados de alta volatilidade (modelados pelo processo OU).

Eventos extremos, mas plausiveis (modelados por distribuicGes de caudas pesadas).
Aperfeicoamento da Gestdo de Risco de Cauda

A estrutura fornece medidas mais precisas de Valor em Risco — Value at Risk (VaR) e Perda
Esperada — Expected Shortfall (ES), que sdo criticas para a gestdo de risco de cauda.

Ao capturar o risco de eventos extremos, as instituicdes podem desenvolver estratégias de
hedge mais eficazes e alocar capital de maneira mais eficiente.

AplicagBes Praticas para InstituicGes Financeiras
A estrutura combinada tem varias aplicagBes praticas para instituicdes financeiras:
Gestdo de Risco de Portfdlio

As instituicdes podem usar a estrutura para avaliar o risco de cauda de seus portfélios e
desenvolver estratégias para mitigar perdas potenciais.

Precificacdo de Derivativos

A estrutura melhora a precificacdo de derivativos, particularmente aqueles sensiveis a saltos e
volatilidade (por exemplo, op¢Ges de barreira, swaps de volatilidade).

Relatérios Regulatdrios

As instituicdes podem usar a estrutura para gerar relatdrios regulatérios que demonstrem
conformidade com os requisitos de testes de estresse e gestdo de risco de cauda.

Analise de Cenarios



A estrutura permite que as institui¢cGes realizem analises de cenarios sob uma ampla gama de
condicdes de mercado, aprimorando sua capacidade de antecipar e responder a crises.

A énfase crescente dos reguladores financeiros em testes de estresse e gestao de risco de
cauda reflete a necessidade de modelos mais robustos e realistas para avaliar o risco
financeiro. A estrutura combinada, incorporando processos de Lévy, modelos de difusdo com
saltos e o processo de Ornstein-Uhlenbeck, aborda as limitagcdes dos modelos tradicionais e se
alinha com os requisitos regulamentares. Ao capturar eventos extremos, volatilidade
estocastica e comportamento de reversdao a média, a estrutura fornece uma base mais precisa
e abrangente para testes de estresse e gestao de risco de cauda. Isso ndo s6 melhora a
conformidade regulatéria
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Otimizacao de Portfélio:

O framework permite uma otimizacdo de portfélio mais robusta ao considerar a interacao
entre retornos de ativos, volatilidade e saltos. Isso é particularmente importante para
investidores institucionais que gerenciam portfélios grandes e complexos.

6.5 Métodos Numéricos e Implementagdo

Resolver a equagdo de Black-Scholes modificada requer métodos numéricos avangados, tais
como:

Simulag¢do Monte Carlo: Simulagdo do processo combinado Lévy-OU para estimar pregos de
op¢Oes e medidas de risco.

Métodos de Diferencas Finitas: Discretizacdo da PDE para resolver numericamente o preco da
opgao.

Métodos de Transformada de Fourier: Uso de fungbes caracteristicas dos processos de Lévy
para calcular precos de opgGes de forma eficiente.

Conclusao

O framework combinado, incorporando processos de Lévy, modelos de difusdo com saltos e o
processo de Ornstein-Uhlenbeck, representa um avanco significativo em matematica
financeira. Ao capturar eventos extremos, volatilidade estocdstica e comportamento de
reversdao a média, o framework fornece uma descricdo mais realista da dindmica do mercado,
melhorando a precisdo da precificacdo de opcgGes, gestdo de risco e conformidade regulatéria.



As contribuicdes de Leonard Ornstein e George Uhlenbeck para o desenvolvimento do
processo OU sdo particularmente notaveis, pois seu trabalho lancou as bases para modelar
fendmenos de reversdao a média em financas. Este framework preenche a lacuna entre teoria e
pratica, oferecendo uma ferramenta poderosa para financas quantitativas e conformidade
regulatéria.

Conclusao

A incorporacgdo de processos de Lévy, modelos de difusdo com saltos e o processo de Ornstein-
Uhlenbeck no framework de Black-Scholes representa um avanco significativo em matematica
financeira. Ao combinar esses elementos, o modelo modificado reflete melhor a natureza
complexa, descontinua e de reversdao a média dos mercados financeiros reais. Essa abordagem
ndo sé melhora a precificacdo de opcdes e a gestao de riscos, mas também fornece uma base
matematica mais rigorosa para entender a dindmica do mercado. A estrutura combinada
preenche a lacuna entre teoria e pratica, oferecendo uma ferramenta poderosa para financas
guantitativas e conformidade regulatéria.
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