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Abstract 

A equação de Black-Scholes assume que os preços dos ativos seguem um movimento 

browniano geométrico. Evidências empíricas sugerem que o comportamento real do mercado 

apresenta distribuições de cauda pesada, saltos descontinuados e volatilidade que reverte à 

média — fenômenos que são melhor capturados por processos de Lévy, modelos de jump-

diffusion e pelo processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU). Este artigo revisita a estrutura de Black-

Scholes, critica sua dependência do movimento browniano e propõe uma versão modificada da 

equação que incorpora esses processos estocásticos avançados. 

Começo reconhecendo as contribuições fundamentais de Kiyoshi Itō, cujo desenvolvimento do 

cálculo estocástico tornou a equação de Black-Scholes possível, e Louis Bachelier, cujo trabalho 

pioneiro sobre o movimento browniano lançou as bases para a matemática financeira 

moderna.  

Baseando-nos em seus insights, estendemos a estrutura de Black-Scholes para incluir: 

Processos de Lévy, que capturam retornos de cauda pesada e saltos descontinuados. 

Modelos de jump-diffusion, que consideram movimentos de preço súbitos causados por 

choques de mercado. 

O processo de Ornstein-Uhlenbeck, que modela o comportamento de volatilidade que reverte 

à média. 

A equação de Black-Scholes modificada resultante fornece uma descrição mais realista da 

dinâmica do mercado, melhorando a precisão da precificação de opções e da gestão de riscos. 

Mostro como essa adaptação se alinha melhor aos fenômenos de mercado observados, como 

Volatility smiles de volatilidade, risco de cauda e clustering de volatilidade.  

As implicações dessa estrutura estendida são exploradas no contexto de hedge dinâmico, 

testes de estresse e conformidade regulatória, com especial atenção aos trabalhos de Nassim 

Nicholas Taleb, Benoit Mandelbrot, Raphaël Douady e Karen Uhlenbeck. Apresentamos 

também os matemáticos que foram os “pais” de todo substrato matemático que hoje 

utilizamos em finanças como Kiyoshi Itō, Louis Bachelier e Andrei Kolmogorov.  



Ao preencher a lacuna entre a matemática financeira clássica e os processos estocásticos 

modernos, este artigo oferece uma estrutura robusta e flexível para entender e modelar os 

mercados financeiros. A equação de Black-Scholes modificada representa um avanço 

significativo na matemática financeira, fornecendo uma ferramenta poderosa para finanças 

quantitativas e conformidade regulatória. 

1. Introdução 

A equação de Black-Scholes, desenvolvida por Fischer Black e Myron Scholes em 1973, baseia-

se na suposição de que os preços dos ativos seguem um movimento browniano geométrico, o 

que implica caminhos de preços contínuos e retornos normalmente distribuídos. Embora essa 

suposição simplifique a matemática, ela não consegue capturar as distribuições de cauda 

pesada, assimetria e saltos descontinuados observados nos mercados financeiros reais. 

Este artigo revisita a estrutura de Black-Scholes, critica sua dependência do movimento 

browniano e propõe uma versão modificada da equação que incorpora processos de Lévy, 

modelos de jump-diffusion e o processo de Ornstein-Uhlenbeck para refletir melhor as 

realidades do mercado. Antes de me aprofundar nessas extensões, é essencial reconhecer o 

trabalho fundamental de dois pioneiros cujas contribuições lançaram as bases para a equação 

de Black-Scholes: Kiyoshi Itō e Louis Bachelier. 

1.1 O Imenso Legado do Maior Matemático do Século XX, Andrei Kolmogorov 

Kolmogorov nasceu em Tambov, na Rússia, e demonstrou um talento matemático 

extraordinário desde cedo. Ele estudou na Universidade Estadual de Moscou, onde 

inicialmente trabalhou com séries de Fourier e lógica, antes de mudar seu foco para a teoria 

das probabilidades.  

O trabalho mais influente de Kolmogorov foi a axiomatização da teoria das probabilidades em 

sua monografia de 1933, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Fundamentos da 

Teoria das Probabilidades). Ele estabeleceu a probabilidade como um ramo rigoroso da 

matemática ao defini-la em termos da teoria da medida. Seus axiomas ainda formam a base de 

todos os modelos de probabilidade modernos, incluindo aqueles usados em finanças, física e 

aprendizado de máquina. 

As contribuições de Andrey Kolmogorov para os processos estocásticos forneceram uma base 

rigorosa para modelar a evolução de sistemas aleatórios ao longo do tempo. Seu trabalho 

formalizou as estruturas matemáticas chave, incluindo processos de Markov, movimento 

browniano e equações de difusão, que são essenciais em física, finanças e diversas ciências 

aplicadas. 

Um processo estocástico 𝑋𝑡  é uma coleção de variáveis aleatórias indexadas pelo tempo 𝑡, 
representando a evolução de um sistema influenciado pela aleatoriedade. Kolmogorov 

estabeleceu a estrutura moderna para esses processos ao desenvolver probabilidades de 

transição e as equações correspondentes que governam suas dinâmicas. Para um processo de 

Markov, onde o estado futuro depende apenas do estado presente (propriedade de ausência 

de memória), Kolmogorov formulou as equações direta e reversa que descrevem a função 

densidade de probabilidade 𝑝(𝑥, 𝑡)do processo. 

Equação Direta de Kolmogorov (Equação de Fokker-Planck): 



Para um processo estocástico definido pela equação diferencial estocástica (SDE): 

ⅆ𝑋𝑡 = 𝜇(𝑋𝑡 , 𝑡) ⅆ𝑡 + 𝜎(𝑋𝑡 , 𝑡) ⅆ𝑊𝑡 

Onde 𝜇(𝑋𝑡, 𝑡) é o termo de drift, 𝜎(𝑋𝑡, 𝑡) é o coeficiente de difusão, e 𝑊𝑡  

representa o movimento Browniano, a função densidade de probabilidade 𝑝(𝑥, 𝑡) satisfaz 

a equação direta de Kolmogorov, também conhecida como equação de Fokker-Planck: 
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Essa equação governa a evolução no tempo da distribuição de probabilidade de 𝑋𝑡e 

desempenha um papel fundamental na física (processos de difusão e mecânica estatística) e 

nas finanças (precificação de opções e modelos estocásticos de volatilidade). 

Equação Reversa de Kolmogorov 

Em vez de descrever como a densidade de probabilidade evolui ao longo do tempo, a equação 

reversa de Kolmogorov caracteriza o valor esperado de uma função 𝑓(𝑋𝑇) dado um estado 

inicial 𝑋0 = 𝑥. Ela é dada por: 
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Onde  
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐸[𝑓(𝑋𝑇) | 𝑋𝑇 = 𝑥] 

Representa o valor futuro esperado da função 𝑓(𝑋𝑇) dado o estado atual 𝑥. 

Essa formulação é crucial em matemática financeira, onde a equação reversa é usada para 

precificar derivativos definindo 𝑓(𝑋𝑇)como o payoff da opção e resolvendo para 

𝑢(𝑥, 𝑡), levando diretamente à equação de Black-Scholes. 

Movimento Browniano e a Conexão com Modelos Financeiros  

O trabalho de Kolmogorov nos forneceu a primeira base matemática rigorosa para o 

movimento browniano, que havia sido introduzido anteriormente em contextos físicos e 

financeiros: 

Louis Bachelier (1900) aplicou o movimento browniano aos preços das ações em sua tese sobre 

especulação, mas sem rigor matemático. Albert Einstein (1905) usou uma abordagem 

probabilística para descrever a difusão molecular. Kolmogorov (1931) formalizou o movimento 

browniano como um processo de Markov e derivou rigorosamente as probabilidades de 

transição.  



Um processo de Wiener padrão 𝑊𝑡  satisfaz: 

ⅆ𝑊𝑡~𝑁(0, ⅆ𝑡) 
 

significando que os incrementos de 𝑊𝑡  são independentes e normalmente distribuídos com 

média zero e variância proporcional a ⅆ𝑡  . Essa propriedade faz do movimento browniano 

um componente central dos modelos financeiros, como o modelo de Movimento Browniano 

Geométrico (GBM) para preços de ações: 

ⅆ𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡 ⅆ𝑡 + 𝜎𝑆𝑡 ⅆ𝑊𝑡 
 

onde 𝑆𝑡 representa o preço da acao, 𝜇 é o drift (retorno esperado), e 𝜎 é a volatilidade. 

Este modelo forma a base da equação de Black-Scholes. 

Processos de Difusão e a Conexão com Física e Finanças 

As equações de difusão de Kolmogorov também fundamentam modelos físicos, como o 

processo de Ornstein-Uhlenbeck, que descreve sistemas estocásticos de reversão à média: 

ⅆ𝑋𝑡 = 𝜃(𝜇 − 𝑋𝑡) ⅆ𝑡 + 𝜎 ⅆ𝑊𝑡  

Este processo é amplamente utilizado em finanças para modelar taxas de juros (modelo de 

Vasicek), volatilidade estocástica (modelo de Heston) e preços de commodities. 

As formulações matemáticas de Kolmogorov fornecem as bases rigorosas para muitos modelos 

fundamentais em física estatística, engenharia, biologia e finanças. Seu trabalho estabeleceu: 

As equações, direta e reversa de Kolmogorov, que governam a evolução temporal de sistemas 

estocásticos. Uma base rigorosa para o movimento browniano, permitindo seu uso em finanças 

e física. A estrutura de equações de difusão, conectando a teoria das probabilidades a modelos 

físicos e financeiros. Sem o trabalho de Kolmogorov, o cálculo de Itô, a equação de Black-

Scholes e a análise estocástica moderna não existiriam na forma atual. Suas contribuições 

permanecem centrais tanto para a pesquisa teórica quanto para aplicações práticas, 

particularmente em gerenciamento de riscos, finanças quantitativas e modelagem estocástica 

em diversas ciências. 

O trabalho de Andrei Kolmogorov transcende os temas específicos de processos estocásticos, 

matemática financeira e equações de difusão. Embora sua influência na teoria das 

probabilidades e no cálculo estocástico seja inegável, seu alcance intelectual se estende por um 

vasto espectro de matemática, física, teoria da informação, sistemas dinâmicos, teoria da 

complexidade e filosofia. Suas contribuições moldaram fundamentalmente a maneira como 

entendemos aleatoriedade, estrutura e informação em domínios teóricos e aplicados. 

Impacto de Kolmogorov na Matemática Pura  



Além da probabilidade, Kolmogorov fez contribuições fundamentais para a análise funcional, 

topologia e lógica matemática. Seu trabalho inicial sobre a convergência de séries de Fourier 

resolveu problemas de longa data na análise real, e suas contribuições fundamentais para a 

teoria da medida—particularmente na probabilidade—influenciaram diversas áreas 

matemáticas. Seu trabalho em espaços de Hilbert desempenhou um papel na análise funcional 

e na mecânica quântica. 

Teoria da Informação e Complexidade de Kolmogorov  

Kolmogorov essencialmente criou a teoria da informação algorítmica, desenvolvendo o que 

hoje é conhecido como Complexidade de Kolmogorov—uma medida da descrição mais curta 

possível de um objeto (como uma sequência de números) dentro de um framework 

computacional. Este conceito fundamenta a compressão de dados, aprendizado de máquina, 

aleatoriedade computacional e ciência da computação teórica, formando um pilar chave da 

teoria da complexidade moderna. Também fornece uma profunda conexão entre probabilidade 

e informação. 

Para uma sequência binária 𝒙, a Complexidade de Kolmogorov 𝑲(𝒙) é o comprimento do 

programa mais curto que produz 𝒙 em uma máquina de Turing universal: 

𝑲(𝒙) = 𝒎𝒊𝒏{|𝒑|: 𝑼(𝒑) = 𝒙} 
Isso formaliza o conceito de aleatoriedade em um sentido computacional, influenciando 

profundamente a teoria algorítmica e aplicações em inteligência artificial e aprendizado 

profundo. 

Teoria Ergódica e Sistemas Dinâmicos  

Kolmogorov introduziu ideias fundamentais na teoria ergódica, que estuda o comportamento a 

longo prazo de sistemas dinâmicos. Seu trabalho lançou as bases para: 

Teoria do caos e imprevisibilidade determinística. 

Entropia em sistemas dinâmicos, levando à entropia de Kolmogorov-Sinai, um conceito chave 

na mecânica estatística e na dinâmica não linear. 

Avanços na mecânica celeste e turbulência, influenciando a dinâmica dos fluidos e a física 

espacial. 

Seu trabalho na teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) em sistemas dinâmicos ajudou a 

descrever a estabilidade do movimento planetário, formando uma ponte entre modelos 

determinísticos e estocásticos. 

Contribuições de Kolmogorov para a Física 

A influência de Kolmogorov se estende profundamente na mecânica estatística, física quântica 

e teoria da turbulência. Sua famosa teoria da turbulência de 1941 é um dos desenvolvimentos 

mais importantes na mecânica dos fluidos, fornecendo um modelo estatístico para cascatas de 

energia em fluxos turbulentos. Isso permanece fundamental na ciência climática, engenharia e 

astrofísica. 

Kolmogorov na Filosofia e nos Fundamentos da Ciência  



A axiomatização da probabilidade por Kolmogorov introduziu um novo nível de rigor 

matemático à incerteza, reformulando debates na filosofia da ciência, teoria da decisão e 

inferência bayesiana. Sua influência abrange epistemologia, lógica formal e a matemática da 

percepção, impactando diretamente áreas como inteligência artificial, neurociência e ciência 

cognitiva. 

A Figura Unificadora na Matemática e na Ciência do Século XX  

As contribuições de Kolmogorov são muito maiores do que qualquer domínio específico. Seu 

trabalho é uma ponte entre matemática pura e aplicada, abrangendo probabilidade, 

informação, computação, física, finanças e teoria da complexidade. Seu legado intelectual é 

universal, moldando não apenas as finanças estocásticas e a física matemática, mas também a 

maneira como pensamos sobre aleatoriedade, estrutura e previsibilidade em todas as ciências 

e matemática. 

1.1 Kiyoshi Itō e as Fundamentos do Cálculo Estocástico 

Kiyoshi Itō (1915–2008) foi um matemático japonês cujo trabalho em processos estocásticos e 

cálculo estocástico teve um impacto profundo na teoria da probabilidade e suas aplicações em 

finanças.  

Itō iniciou sua carreira acadêmica após a Segunda Grande Guerra quando ele aceitou uma 

posição na Universidade de Tóquio. Seus trabalhos iniciais centraram-se em teoria da 

probabilidade e estavam profundamente enraizadas no rigor matemático e nas bases 

estabelecidas por Andrei Kolmogorov. Essa formação inicial de Itō em probabilidades foi muito 

importante para suas contribuições posteriores ao cálculo estocástico.  

Em 1933, Kolmogorov publicou "Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung" 

(Fundamentos da Teoria da Probabilidade), que formalizou a teoria da probabilidade usando a 

teoria da medida. Este trabalho forneceu uma estrutura matemática para o estudo de 

fenômenos aleatórios e lançou as bases para a teoria moderna da probabilidade. 

Inspirado pelo trabalho de Kolmogorov, Itō começou a explorar o comportamento de processos 

estocásticos, focando particularmente em processos de Markov. Um processo de Markov é um 

tipo de processo estocástico que satisfaz a propriedade de Markov, que afirma que o estado 

futuro do processo depende apenas do estado presente e não da história passada. Nesse 

contexto, uma das contribuições significativas de Itō foi o desenvolvimento do conceito de 

probabilidades de transição e das equações de Chapman-Kolmogorov. As equações de 

Chapman-Kolmogorov descrevem a relação entre as probabilidades de transição em diferentes 

intervalos de tempo e são fundamentais para o estudo dos processos de Markov. 

Com base em seu trabalho com processos de Markov, Itō voltou sua atenção para processos 

estocásticos impulsionados pelo movimento browniano. O movimento browniano, ou processo 

de Wiener, é um processo estocástico em tempo contínuo com incrementos estacionários e 

independentes. É um modelo fundamental para movimento aleatório.  

Para modelar o comportamento de funções de processos estocásticos, Itō desenvolveu a 

estrutura do cálculo estocástico. O cálculo clássico depende da diferenciabilidade suave, mas 

processos estocásticos como o movimento browniano não são diferenciáveis em lugar algum. 

O cálculo de Itō supera isso definindo diferenciais em um sentido probabilístico, introduzindo o 

conceito de diferenciais estocásticos.  



O Lema de Itō é um resultado fundamental nessa estrutura e fornece um método para 

diferenciar funções de processos estocásticos, particularmente aqueles impulsionados pelo 

movimento browniano. 

Considere um processo estocástico 𝑆𝑡  que segue a equação diferencial estocástica (SDE): 

ⅆ𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡 ⅆ𝑡 + 𝜎𝑆𝑡 ⅆ𝑊𝑡 

onde 𝜇 é o coeficiente de deriva, 𝜎 é o coeficiente de volatilidade e ⅆ𝑊𝑡  representa o 

incremento de um processo de Wiener. Para uma função 𝑉(𝑆, 𝑡), o Lema de Itô afirma 

que o diferencial ⅆ𝑉 é dado por: 

ⅆ𝑉 = (
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O principal insight do Lema de Itô é a presença do termo adicional de segunda ordem: 
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Esse termo surge devido à não diferenciabilidade do movimento browniano. Este termo não 

apareceria se aplicássemos incorretamente o cálculo padrão. 

Mas o cálculo de Itō não se restringe ao artificio do Lema de Itō.  

A Integral de Itō é um tipo de integral usada especificamente para processos estocásticos, 

especialmente aqueles envolvendo movimento Browniano. Enquanto as integrais tradicionais, 

como as integrais de Riemann ou de Lebesgue, funcionam bem para funções determinísticas 

(sem randomicidade), elas não estão equipadas para lidar com a natureza errática dos 

processos estocásticos.  

Na integração tradicional, somamos o produto entre o valor da função e a largura do pequeno 

intervalo ao longo de todo o caminho de integração. Isso funciona bem para funções suaves e 

previsíveis. No entanto, no caso de processos estocásticos, particularmente o movimento 

browniano, os caminhos são altamente irregulares e não diferenciáveis. Isso exige uma 

abordagem diferente. 

A integral de Itō estende essas integrais clássicas considerando a aleatoriedade inerente ao 

processo. Se você tem um processo 𝑆𝑡que é adaptado à filtragem gerada por um processo de 

Wiener 𝑊𝑡  (que representa o movimento browniano), a integral de Itō é definida como: 



∫ 𝑆𝑠 ⅆ𝑊𝑠

𝑡

0

 

Ao contrário das integrais padrões, onde podemos escolher pontos dentro de cada intervalo 

livremente, a integral de Itō é construído de tal forma que o integrando 𝑆𝑠  é não-

antecipativo. Isso significa que 𝑆𝑠  é escolhido com base apenas nas informações disponíveis 

até o tempo 𝑠, e não em qualquer informação futura. Isso garante que o integrando seja 

previsível em relação à filtragem. 

Na prática, isso significa que, ao somar os produtos do integrando e os incrementos de 𝑊𝑡 , o 

valor de 𝑆𝑠  em cada ponto 𝑠é determinado sem conhecimento dos valores futuros de  

𝑊𝑡 . Este é um aspecto crucial, pois em um ambiente estocástico, os valores futuros são 

inerentemente imprevisíveis. 

A importância do Cálculo de Itō é gigantesca. Ele forma a espinha dorsal das finanças 

quantitativas, particularmente na precificação de derivativos, gestão de risco e modelagem de 

taxas de juros. A equação de Black-Scholes é derivada usando o Lema de Itô. Na física e em 

processos estocásticos, é usado na modelagem de processos de difusão, movimento 

browniano em fluidos e flutuações termodinâmicas. Aparece nas equações de Langevin, que 

descrevem o movimento das partículas sob forças aleatórias. Em engenharia, em teoria de 

controle, é essencial em problemas de controle estocástico, como filtragem ótima (por 

exemplo, filtros de Kalman no processamento de sinais). É utilizado em robótica e automação 

para lidar com incertezas em sistemas dinâmicos. Na biologia e na epidemiologia, Cálculo de 

Itō modela flutuações aleatórias na dinâmica populacional, genética e atividade neural. 

Também ajuda no estudo dos efeitos estocásticos na disseminação de doenças e sistemas 

ecológicos. 

1.2 Louis Bachelier e o Nascimento da Matemática Financeira 

Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier nasceu em 11 de março de 1870, em Le Havre, França. 

Ele veio de uma família envolvida trading de ações, o que provavelmente influenciou seu 

interesse pelos mercados financeiros. Bachelier perdeu ambos os pais aos 19 anos, o que o 

forçou a assumir a responsabilidade por seus irmãos mais novos e gerenciar os negócios da 

família. Bachelier inicialmente estudou no Lycée Henri-IV em Paris, mas teve que interromper 

seus estudos devido às responsabilidades familiares. Ele retornou à academia, matriculando-se 

na Universidade Sorbonne em Paris, onde estudou sob a orientação de Henri Poincaré. 

Em 1900, Bachelier apresentou sua tese de doutorado, "Théorie de la spéculation" (Teoria da 

Especulação), em Sorbonne. Este trabalho inovador é considerado o primeiro tratamento 

matemático das finanças e lançou as bases para a teoria moderna dos processos estocásticos e 

da matemática financeira. 

 



Em sua tese, Bachelier introduziu o conceito de movimento browniano (ou processo de 

Wiener) para modelar as flutuações aleatórias dos preços das ações. Ele propôs que a 

probabilidade das mudanças nos preços das ações segue uma distribuição normal, o que era 

uma ideia nova na época. O trabalho de Bachelier precedeu os famosos artigos de Albert 

Einstein sobre movimento browniano em cinco anos e forneceu uma estrutura matemática 

para entender o comportamento dos mercados financeiros. 

Bachelier foi o primeiro a aplicar o conceito de movimento browniano às finanças. Ele nos deu 

um modelo matemático para o movimento aleatório dos preços das ações, que mais tarde viria 

a se tornou o pilar da matemática financeira e da teoria dos processos estocásticos. O trabalho 

de Bachelier na precificação de opções foi pioneiro. Ele derivou uma fórmula para precificar 

opções com base na suposição de que os preços das ações seguem um movimento browniano 

com deriva (drift) e volatilidade constantes. A introdução do movimento browniano por 

Bachelier e seu trabalho em processos estocásticos influenciaram o desenvolvimento do 

cálculo estocástico. Suas ideias foram posteriormente formalizadas e expandiram por 

matemáticos como Norbert Wiener, Kiyoshi Itô e Andrei Kolmogorov. 

Algumas de suas contribuições:  

1) Modelo matemático para preços de ativos baseado no movimento browniano: 

ⅆ𝑆𝑡 = 𝜇 ⅆ𝑡 + 𝜎 ⅆ𝑊𝑡 

Onde 𝑆𝑡 é o preço do ativo financeiro no tempo 𝑡, 𝜇 é o drift ou a deriva (taxa de retorno 

esperada), 𝜎é a volatilidade (constante ao longo do tempo, e 𝑊𝑡    é o movimento 

Browniano padrão (processo de Wiener).  

2) Equação de Difusão para Precificação de Opções: 

Bachelier derivou a equação diferencial parcial que governa o preço de uma opção europeia 

(equação do calor): 

 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

1

2
𝜎2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
= 0 

Resolvendo-a sob a condição terminal: 

𝑉(𝑆, 𝑇) = 𝑚𝑎𝑥(𝑆𝑇 − 𝐾, 0) 
Ele obteve a “Bachelier pricing formula for a European call option”: 

𝑉(𝑆, 𝑡) = (𝑆𝑡 − 𝐾)𝜱(ⅆ) + 𝜎√𝑇 − 𝑡𝜙(ⅆ) 
Onde: 



ⅆ =
𝑆𝑡 − 𝐾

𝜎√𝑇 − 𝑡
 

 

𝜱 representa a Função de Distribuição Acumulada (CDF) da distribuição normal padrão. A 

CDF, Φ(x), fornece a probabilidade de que uma variável aleatória normal padrão seja menor ou 

igual a um valor x dado. 

𝜙 representa a Função Densidade de Probabilidade (PDF) da distribuição normal padrão. A 

PDF, 𝜙(x), descreve a probabilidade de uma variável aleatória assumir um valor específico.  

3) Teoria das Probabilidades e Martingales: 

O trabalho de Bachelier também introduziu conceitos-chave em martingales, que mais tarde se 

tornaram fundamentais na teoria das probabilidades e na matemática financeira. Ele sugeriu 

que, sob condições de mercado justas, o preço futuro esperado de um ativo deve ser igual ao 

seu valor presente, antecipando o que hoje é conhecido como a propriedade martingale: 

𝐸[𝑆𝑇|𝑆𝑡] = 𝑆𝑡 
Embora ele não tenha formalizado a estrutura de martingales, suas percepções influenciaram 

diretamente os desenvolvimentos posteriores por Paul Lévy, Joseph Doob e, eventualmente, a 

medida de neutralidade ao risco usada nas finanças matemáticas modernas. 

Apesar da obscuridade inicial, o trabalho de Bachelier lançou as bases para os processos 

estocásticos. Seu uso do movimento browniano influenciou diretamente o trabalho de Albert 

Einstein sobre movimento browniano (1905) na física estatística, a formalização do movimento 

browniano por Norbert Wiener (1923), levando ao processo de Wiener e o cálculo estocástico 

de Kiyoshi Itô (década de 1940), que estendeu as ideias de Bachelier para equações diferenciais 

estocásticas (SDEs) gerais. 

A EDP de Black-Scholes pode ser vista como uma generalização da equação de Bachelier, 

incorporando o crescimento geométrico dos preços dos ativos e o framework de precificação 

neutra ao risco. 

1.3 A Ligação Entre Bachelier e Black-Scholes 

A conexão entre o trabalho de Bachelier e a equação de Black-Scholes é tanto histórica quanto 

matemática. Enquanto Bachelier modelava os preços das ações como movimento browniano 

aritmético, Black e Scholes extenderam essa estrutura para o movimento browniano 

geométrico, que considera o crescimento exponencial dos preços dos ativos. As principais 

diferenças e semelhanças incluem: 

Modelo de Bachelier: 

ⅆ𝑆𝑡 = 𝜇ⅆ𝑡 + 𝜎ⅆ𝑊𝑡, 



onde St    é o preço da ação,   𝜇 é o drift, σ é a volatilidade e 𝑊𝑡 é um movimento browniano 

padrão. 

Modelo de Black-Scholes: 

ⅆ𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡ⅆ𝑡 + 𝜎𝑆𝑡ⅆ𝑊𝑡, 
que incorpora o crescimento geométrico dos preços dos ativos. 

Ambos os modelos dependem da suposição de movimento browniano, mas a estrutura de 

Black-Scholes é dotada da capacidade de modelar o crescimento exponencial dos preços dos 

ativos. No entanto, os dois modelos compartilham a limitação de assumir caminhos de preços 

contínuos e retornos normalmente distribuídos, que não conseguem capturar a natureza de 

cauda pesada e descontinuidades dos mercados financeiros reais. 

1.4 As Grandes Dificuldades Matemáticas que Fischer Black e Myron Scholes Enfrentaram: 

Os criadores da equação de Black-Scholes—Fischer Black e Myron Scholes, posteriormente 

refinada com contribuições de Robert Merton—enfrentaram desafios matemáticos 

significativos ao formular seu modelo inovador para a precificação de opções. Suas dificuldades 

se originaram principalmente da necessidade de lidar com processos estocásticos, 

particularmente o cálculo de Itô, que não era bem conhecido pelos economistas da época. 

Nem Fischer Black nem Myron Scholes tinham educação formal em matemática avançada no 

nível exigido para o cálculo estocástico. No entanto, Fischer Black possuía um background 

matemático mais forte em comparação com Scholes, embora não inicialmente em processos 

estocásticos. Fischer Black obteve um doutorado em matemática aplicada na Universidade de 

Harvard (1964). Sua pesquisa estava relacionada a áreas como inteligência artificial e sistemas 

dinâmicos, e não a finanças ou processos estocásticos. 

Myron Scholes tinha uma formação em economia, obtendo um doutorado na Universidade de 

Chicago (1969). Sua formação era mais voltada para teoria econômica e finanças empíricas do 

que para finanças matemáticas. Ele dependeu de Black (e posteriormente de Merton) para os 

aspectos matemáticos mais profundos do modelo. A verdadeira expertise em cálculo 

estocástico veio de Robert Merton. 

Robert C. Merton estudou matemática de engenharia na Universidade de Columbia. Obteve 

um B.S. em Matemática de Engenharia em 1966. Possuía um Mestrado em Matemática 

Aplicada no Instituto de Tecnologia da Califórnia (Caltech) e isso lhe proporcionou 

fundamentação em teoria da probabilidade, processos estocásticos e equações diferenciais. 

Merton mudou para a área de economia sob a supervisão de Paul Samuelson no MIT. 

Samuelson foi um dos pioneiros na aplicação de processos estocásticos à economia financeira. 

A pesquisa de doutorado de Merton focou em finanças em tempo contínuo. 

Alias, Paul Samuelson, um economista de renome laureado com o Prêmio Nobel, havia 

trabalhado anteriormente em processos estocásticos em finanças. Embora não estivesse 

diretamente envolvido na derivação de Black-Scholes, seu trabalho anterior sobre movimento 

browniano geométrico e martingales na economia ajudou a abrir caminho para essas 

descobertas 

Black e Scholes precisavam modelar a aleatoriedade dos preços das ações, o que exigia o uso 

do movimento browniano (processos de Wiener). O desafio era que o cálculo tradicional não 



conseguia lidar facilmente com a não-diferenciabilidade desses processos aleatórios. Fischer 

Black inicialmente tentou usar o cálculo padrão em processos estocásticos, mas se deparou 

com contradições. A grande descoberta ocorreu quando eles incorporaram o Lema de Itô, um 

resultado chave no cálculo estocástico que fornece a diferencial correta de uma função 

impulsionada por um movimento browniano. 

Uma vez que aplicaram o Lema de Itô, derivaram uma equação diferencial estocástica para o 

preço da opção, que levou a uma EDP parabólica semelhante à equação do calor na física. A 

dificuldade estava em resolver essa equação sob condições de contorno realistas. 

O conceito de um "mundo neutro ao risco," onde todos os investidores são indiferentes ao 

risco, é contraintuitivo, não é trivial de desenvolver matematicamente e não se verifica no 

mundo real. Mas, de qualquer forma, eles se decidiram a partir dessa hipótese e tiveram que 

demonstrar que uma carteira autossustentável composta por ações e opções poderia eliminar 

o risco de uma maneira específica. 

Um dos aspectos mais difíceis foi modelar corretamente a volatilidade. Embora a equação final 

assumisse volatilidade constante, o comportamento real dos mercados é muito mais complexo. 

A decisão deles de modelar a volatilidade como constante foi uma simplificação que 

pesquisadores posteriores, como Merton, ampliaram para modelos de volatilidade estocástica. 

1.5 Motivação para Estender a Estrutura de Black-Scholes 

O modelo de Black-Scholes apresenta limitações significativas. Evidências empíricas mostram 

que os mercados financeiros exibem: 

Distribuições de cauda pesada: Eventos extremos (por exemplo, quedas de mercado) são mais 

prováveis do que o previsto por uma distribuição gaussiana. 

Assimetria: As distribuições de retornos são frequentemente assimétricas, com uma maior 

probabilidade de grandes perdas do que de grandes ganhos. 

Saltos: Os preços podem experimentar movimentos súbitos e descontinuados devido a notícias 

ou choques. 

Clustering de volatilidade: Períodos de alta volatilidade tendem a se agrupar, um fenômeno 

que não é capturado pela suposição de volatilidade constante no modelo de Black-Scholes. 

Para abordar essas limitações, este artigo propõe estender a estrutura de Black-Scholes 

incorporando processos de Lévy, modelos de jump-diffusion e o processo de Ornstein-

Uhlenbeck. Essas extensões fornecem uma descrição mais realista do comportamento do 

mercado, melhorando a precisão da precificação de opções e da gestão de riscos. 

Com essas adições, espera-se que a nova abordagem consiga capturar as nuances dos 

mercados financeiros, refletindo melhor a realidade observada nas flutuações dos preços dos 

ativos e nas dinâmicas de volatilidade. A seguir, exploraremos em detalhes cada um desses 

processos e como sua integração à estrutura de Black-Scholes pode oferecer uma visão mais 

abrangente do comportamento do mercado financeiro, melhorando a precisão na precificação 

de opções e de risk management. 

2. A Equação de Black-Scholes e o Movimento Browniano 

2.1 Derivação da Equação de Black-Scholes 



A equação de Black-Scholes é derivada sob a suposição de que o preço 𝑆𝑡de um ativo 

subjacente segue um movimento browniano geométrico. A equação diferencial estocástica 

(SDE) para o preço do ativo é dada por: 

ⅆ𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡 ⅆ𝑡 + 𝜎𝑆𝑡 ⅆ𝑊𝑡 , 
onde: 

𝜇 é o termo de drift que representa o retorno esperado, 

𝜎 é a volatilidade do ativo, 

𝑊𝑡  é um movimento browniano padrão. 

 

A equação diferencial parcial de Black-Scholes (PDE) para o preço 𝑉(𝑆𝑡 , 𝑡)de uma opção 

europeia é derivada usando o lema de Itō. Para uma função 𝑉(𝑆𝑡 , 𝑡) que é duas vezes 

diferenciável em 𝑆𝑡  e uma vez em 𝑡, o lema de Itō dá: 
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Ao construir uma carteira livre de risco consistindo da opção e uma posição dinamicamente 

ajustada no ativo subjacente, o termo de drift 𝜇 é eliminado, levando à PDE de Black-Scholes: 
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onde  

𝑟 é a taxa de juros livre de risco. 

2.2 Papel do Movimento Browniano no Framework de Black-Scholes 

A suposição de movimento browniano geométrico implica: 

Caminhos amostrais contínuos: O preço do ativo 𝑆𝑡evolui continuamente ao longo do tempo 

sem saltos. 



Retornos normalmente distribuídos: Os retornos logarítmicos 𝑙𝜂 (
𝑠𝑡+𝛥𝑡

𝑠𝑡
) são 

normalmente distribuídos com média (𝑢 −
1

2
𝜎2) 𝛥𝑡  e variância 𝜎2𝛥𝑡 

Incrementos independentes: Os incrementos 𝑤𝑡+𝛥𝑡 − 𝑤𝑡 são independentes e 

identicamente distribuídos (i.i.d.). 

Essas suposições simplificam a matemática da precificação de opções, mas falham em capturar 

características-chave dos mercados financeiros reais, como distribuições de retornos de cauda 

pesada, assimetria e movimentos descontínuos de preços. 

2.3 Limitações do Framework de Black-Scholes 

O modelo de Black-Scholes se baseia em várias suposições que são inconsistentes com 

observações empíricas: 

Normalidade dos Retornos: A suposição de retornos normalmente distribuídos subestima a 

probabilidade de eventos extremos, levando a uma precificação imprecisa de opções fora do 

dinheiro (OTM) e estratégias de hedge de risco de cauda. 

Volatilidade Constante: A suposição de volatilidade constante 𝜎 falha em capturar a natureza 

variável da volatilidade ao longo do tempo, incluindo aglomeração de volatilidade e reversão à 

média. 

Caminhos de Preços Contínuos (continuous price paths): A suposição de caminhos amostrais 

contínuos ignora a possibilidade de saltos súbitos nos preços dos ativos, que são 

frequentemente observados em mercados reais. 

Essas limitações levaram ao desenvolvimento de modelos alternativos que incorporam 

distribuições de cauda pesada, saltos e volatilidade estocástica. 

3. Crítica ao Movimento Browniano na Modelagem Financeira 

3.1 Evidências Empíricas 

Estudos empíricos dos mercados financeiros demonstraram que os retornos dos ativos exibem 

comportamentos que são inconsistentes com as suposições de movimento browniano 

geométrico. Características principais incluem: 

Distribuições de Cauda Pesada: A distribuição dos retornos dos ativos tem caudas mais 

pesadas do que uma distribuição normal, indicando uma maior probabilidade de eventos 

extremos. 

Assimetria: A distribuição dos retornos é frequentemente assimétrica, com uma maior 

probabilidade de grandes perdas do que grandes ganhos. 

Saltos: Os preços dos ativos podem experimentar movimentos súbitos e descontínuos devido a 

notícias, choques ou crises de liquidez. 

Clustering ou aglomeração de volatilidade: Períodos de alta volatilidade tendem a se agrupar, 

um fenômeno não capturado pela suposição de volatilidade constante no modelo de Black-

Scholes. 



3.2 Limitações do Framework de Black-Scholes 

As limitações do framework de Black-Scholes podem ser resumidas da seguinte forma: 

Subestimação de Eventos Extremos: 

A suposição de retornos normalmente distribuídos leva a uma subestimação da probabilidade 

e impacto de eventos extremos, como quedas ou bolhas de mercado. 

Isso é particularmente problemático para hedge de risco de cauda e a precificação de opções 

OTM, que são altamente sensíveis a eventos extremos. 

Incapacidade de Capturar Saltos: 

A suposição de caminhos de preços contínuos ignora a possibilidade de saltos súbitos nos 

preços dos ativos, que são frequentemente observados em mercados reais. 

Modelos de difusão com saltos, que incorporam tanto a difusão contínua quanto saltos 

descontínuos, fornecem uma descrição mais precisa da dinâmica dos preços dos ativos. 

Suposição de Volatilidade Constante: 

A suposição de volatilidade constante falha em capturar a natureza variável da volatilidade ao 

longo do tempo, incluindo aglomeração de volatilidade e reversão à média. 

Modelos de volatilidade estocástica, como o modelo de Heston, fornecem uma descrição mais 

realista da dinâmica da volatilidade. 

3.3 Contribuições de Benoit Mandelbrot 

O artigo de Benoit Mandelbrot de 1963, "The Variation of Certain Speculative Prices," 

demonstrou que os mercados financeiros exibem propriedades fractais, com movimentos de 

preços mostrando auto-semelhança em diferentes escalas de tempo. As principais descobertas 

de Mandelbrot incluem: 

Distribuições de Cauda Pesada: Os retornos dos ativos seguem distribuições de cauda pesada, 

como a distribuição de Pareto, que têm variância infinita em alguns casos. 

Dependência de Longo Prazo: Os retornos dos ativos exibem dependência de longo prazo, o 

que significa que retornos passados podem influenciar retornos futuros ao longo de longos 

horizontes de tempo. 

Comportamento de Escalonamento: As propriedades estatísticas dos retornos dos ativos são 

invariantes sob mudanças de escala de tempo, um fenômeno conhecido como comportamento 

de escalonamento. 

O trabalho de Mandelbrot desafia a suposição de Black-Scholes de retornos independentes e 

identicamente distribuídos (i.i.d.) e fornece uma descrição mais precisa da dinâmica do 

mercado. 

3.4 Contribuições de Raphaël Douady 

O trabalho de Raphaël Douady no StressVaR (Stress Value-at-Risk) enfatiza a importância de 

testar modelos financeiros contra cenários extremos. Aspectos principais das contribuições de 

Douady incluem: 



Testes de Estresse: O StressVaR envolve a simulação de cenários extremos, mas plausíveis, para 

avaliar o impacto na adequação de capital, liquidez e rentabilidade de uma instituição 

financeira. 

Gestão de Risco de Cauda: O StressVaR fornece um framework para identificar, medir e mitigar 

o risco de eventos extremos, que estão nas caudas da distribuição de probabilidade dos 

retornos. 

Conformidade Regulatória: O StressVaR está alinhado com os requisitos regulatórios para 

testes de estresse e gestão de risco de cauda, como os delineados no Basel III e na Lei Dodd-

Frank. 

3.5 Contribuições de Nassim Nicholas Taleb 

O trabalho de Nassim Nicholas Taleb, particularmente em "Dynamic Hedging: Managing Vanilla 

and Exotic Options", destaca as limitações dos modelos financeiros tradicionais, como o 

framework de Black-Scholes, na gestão de risco de cauda. Percepções principais do trabalho de 

Taleb incluem: 

Hedge Dinâmico: Estratégias de hedge tradicionais, como o delta hedge, são inadequadas para 

gerenciar o risco de eventos extremos, que requerem abordagens mais robustas, como o 

gamma hedge. 

Caudas Gordas: A suposição de retornos normalmente distribuídos subestima a probabilidade 

de eventos extremos, levando a estratégias de hedge inadequadas e opções mal precificadas. 

Cisnes Negros: Taleb enfatiza a importância de considerar eventos raros, mas catastróficos, que 

ele chama de "Cisnes Negros", na modelagem financeira e na gestão de riscos. 

3.6 Fundamentos Matemáticos e Análise Estocástica 

As limitações do modelo Black-Scholes levaram ao desenvolvimento de modelos mais 

avançados que incorporam distribuições de cauda pesada, saltos e volatilidade estocástica. 

Esses modelos se baseiam nos fundamentos matemáticos da análise estocástica, incluindo: 

Processos de Lévy: Os processos de Lévy generalizam o movimento browniano, permitindo 

tanto difusão contínua quanto saltos descontínuos. Eles são bem adequados para modelar 

retornos de cauda pesada e movimentos súbitos de preços. 

Modelos de Salto-Difusão: Os modelos de salto-difusão combinam um processo de difusão 

contínua com um processo de Poisson composto para capturar saltos repentinos nos preços de 

ativos. 

Modelos de Volatilidade Estocástica: Modelos de volatilidade estocástica, como o modelo de 

Heston, incorporam volatilidade variável no tempo para capturar o agrupamento de 

volatilidade observado em mercados reais. 

4. Processos de Lévy, Modelos de Jump-Diffusion e o Processo de Ornstein-Uhlenbeck 

4.1 Processos de Lévy 

Um processo de Lévy  𝑋𝑡  é um processo estocástico com incrementos estacionários e 

independentes, que pode incluir tanto uma componente contínua (movimento browniano) 

quanto uma componente de saltos. 



Propriedades principais: 

Distribuições de cauda pesada (por exemplo, caudas de lei de potência). 

Caminhos de amostra descontinuados (saltos). 

Os processos de Lévy generalizam o movimento browniano e são bem adequados para 

modelar mercados financeiros, onde saltos grandes e retornos de cauda pesada são comuns. 

4.2 O Processo de Jump-Diffusion 

Um processo de jump-diffusion combina um movimento browniano com um processo de 

Poisson composto para modelar saltos súbitos: 

 

ⅆ𝑠𝑡 = 𝜇𝑠𝑡 ⅆ𝑡 + 𝜎𝑠𝑡 ⅆ𝑤𝑡+  𝐽𝑡 ⅆ𝑁𝑡 

onde: 

  𝑁𝑡 é um processo de Poisson (contando saltos), 

 𝐽𝑡 é o tamanho do salto (variável aleatória). 

Modelos de jump-diffusion são particularmente úteis para capturar choques repentinos no 

mercado, como aqueles causados por eventos de notícias ou crises de liquidez. 

4.3 O Processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU) 

O processo OU é um processo estocástico que modela o comportamento que reverte à média. 

Ele é definido pela seguinte equação diferencial estocástica (EDE): 

 

ⅆ𝑋𝑡 = 𝜃(𝜇 − 𝑋𝑡) ⅆ𝑡 + 𝜎 ⅆ𝑊𝑡 

 

onde: 

𝑋𝑡 é o valor do processo no tempo (t), 

𝜇 é a média de longo prazo, 

𝜃 é a taxa de reversão à média, 

𝜎 é a volatilidade, 

𝑊𝑡 é um movimento browniano padrão. 

O processo OU é amplamente utilizado em finanças para modelar: 

Taxas de juros: O modelo de Vasicek usa um processo OU para descrever a evolução das taxas 

de juros de curto prazo. 



Volatilidade: Modelos de volatilidade estocástica, como o modelo de Heston, incorporam 

processos OU para capturar a natureza que reverte à média da volatilidade. 

Preços de commodities: Muitas commodities exibem comportamento que reverte à média 

devido à dinâmica de oferta e demanda. 

4.4 Combinando Processos de Lévy, Jump-Diffusion e Processos OU 

Para capturar melhor a complexidade dos mercados financeiros, podemos combinar processos 

de Lévy, modelos de jump-diffusion e processos OU em uma estrutura unificada. Por exemplo: 

Usar um processo de Lévy para modelar retornos de ativos com caudas pesadas e saltos. 

Usar um processo OU para modelar volatilidade estocástica ou taxas de juros, que exibem 

comportamento que reverte à média. 

Incorporar jump-diffusion para considerar movimentos de preço súbitos e descontinuados. 

Um modelo combinado pode ser expresso como: 

 

ⅆ𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡 ⅆ𝑡 + 𝜎𝑡𝑆𝑡 ⅆ𝐿𝑡 + 𝐽𝑡 ⅆ𝑁𝑡 
onde: 

𝜎𝑡 segue um processo OU para modelar volatilidade estocástica, 

𝐿𝑡  é um processo de Lévy para capturar retornos de cauda pesada, 

𝐽𝑡 ⅆ𝑁𝑡 representa jump-diffusion. 

 

4.5 Vantagens da Estrutura Combinada 

Flexibilidade: A estrutura combinada pode modelar uma ampla gama de comportamentos do 

mercado, incluindo caudas pesadas, saltos e reversão à média. 

Realismo: Ao incorporar múltiplos processos estocásticos, o modelo reflete melhor as 

dinâmicas complexas dos mercados financeiros reais. 

Aplicações Práticas: 

Precificação de Opções: A estrutura combinada fornece preços mais precisos para opções, 

particularmente aquelas sensíveis à volatilidade e saltos (por exemplo, opções de barreira, 

swaps de volatilidade). 

Gestão de Riscos: O modelo captura melhor o risco de cauda e o impacto de eventos extremos, 

melhorando testes de estresse e cálculos de Value-at-Risk (VaR). 

Otimização de Portfólio: A estrutura permite uma otimização de portfólio mais robusta ao 

considerar a interação entre retornos de ativos, volatilidade e saltos. 



5. Reescrevendo a Equação de Black-Scholes para Processos de Lévy e o Processo de 

Ornstein-Uhlenbeck 

5.1 Equações Diferenciais Estocásticas Dirigidas por Lévy 

Para capturar melhor a complexidade dos mercados financeiros, substituímos o movimento 

Browniano Wt no framework de Black-Scholes por um processo de Lévy 𝐿𝑡, que inclui tanto 

um componente contínuo quanto um componente de salto. A dinâmica do preço do ativo pode 

ser descrita por: 

ⅆ𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡ⅆ𝑡 + 𝜎𝑡𝑆𝑡ⅆ𝐿𝑡, 
onde: 

𝜇 é o drift (retorno esperado), 

𝜎𝑡 é a volatilidade estocástica, que pode ser modelada usando um processo de Ornstein-

Uhlenbeck (OU), 

𝐿𝑡 é um processo de Lévy capturando retornos de cauda pesada e saltos. 

Incorporando o Processo de Ornstein-Uhlenbeck para Volatilidade Estocástica 

O processo OU é particularmente bem adequado para modelar a volatilidade estocástica, que 

exibe comportamento de reversão à média. A dinâmica da volatilidade 𝜎𝑡 pode ser descrita 

por: 

ⅆ𝜎𝑡 = 𝜃(𝜎ˉ − 𝜎𝑡)ⅆ𝑡 + 𝜉ⅆ𝑊𝑡𝜎, 

onde: 

𝜃 é a taxa de reversão à média, 

σˉ é a volatilidade média de longo prazo, 

𝜉 é a volatilidade da volatilidade, 

𝑊𝑡𝜎            é um movimento Browniano padrão (independente de Lt). 

Essa formulação permite que a volatilidade flutue em torno de sua média de longo prazo σˉ, 

capturando o fenômeno empiricamente observado de clustering (aglomeração) de volatilidade. 

5.3 Modelo Combinado: Processos de Lévy, Difusão com Saltos e Processos OU 

Para criar um modelo abrangente que capture retornos de cauda pesada, saltos e volatilidade 

estocástica, combinamos o processo de Lévy, a difusão com saltos e o processo OU em uma 

única estrutura. A dinâmica do preço do ativo é dada por: 

ⅆ𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡 ⅆ𝑡 + 𝜎𝑡  𝑆𝑡 ⅆ𝐿𝑡+ 𝐽𝑡 ⅆ𝑁𝑡 

onde: 

𝜎𝑡  segue o processo OU para volatilidade estocástica, 



𝐿𝑡  é um processo de Lévy capturando retornos de cauda pesada, 

𝐽𝑡 ⅆ𝑁𝑡 representa o componente de difusão com saltos (com 𝑁𝑡sendo um processo de 

Poisson e 𝐽𝑡o tamanho do salto). 

5.4 Equação de Black-Scholes Modificada 

A equação diferencial parcial original de Black-Scholes (PDE) deve ser estendida para 

considerar o processo de Lévy, saltos e volatilidade estocástica. Usando o lema de Itō para 

processos de Lévy e incorporando o processo OU para volatilidade, a PDE modificada torna-se: 
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, onde: 

𝜆 é a intensidade do salto, 

𝑣(ⅆ𝑧) é a medida de Lévy (descrevendo a distribuição dos tamanhos dos saltos), 
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2   consideram a dinâmica da volatilidade 

estocástica. 

5.5 Interpretação da Equação Modificada 

Volatilidade Estocástica: Os termos envolvendo 𝜎𝑡  capturam o comportamento de reversão 

à média da volatilidade, que é crítico para a precificação de instrumentos sensíveis à 

volatilidade (por exemplo, swaps de variância, opções VIX). 

Saltos: O termo integral considera o impacto dos saltos no preço da opção, o que é 

particularmente importante para opções fora do dinheiro (OTM) e hedge de risco de cauda. 

Retornos de Cauda Pesada: O processo de Lévy 𝐿𝑡garante que o modelo capture a natureza 

de cauda pesada dos retornos dos ativos, alinhando-se com observações empíricas. 

5.6 Métodos Numéricos para Resolver a Equação Modificada 



Resolver a equação de Black-Scholes modificada requer métodos numéricos avançados, tais 

como: 

Simulação Monte Carlo: Simulação do processo combinado Lévy-OU para estimar preços de 

opções. 

Métodos de Diferenças Finitas: Discretização da PDE para resolver numericamente o preço da 

opção. 

Métodos de Transformada de Fourier: Uso de funções características dos processos de Lévy 

para calcular preços de opções de forma eficiente. 

6. Implicações e Aplicações 

O framework combinado, que incorpora processos de Lévy, modelos de difusão com saltos e o 

processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU), tem profundas implicações para modelagem financeira, 

gestão de risco e conformidade regulatória. Esta seção explora as aplicações práticas do 

framework, enfatizando sua capacidade de capturar eventos extremos, volatilidade estocástica 

e comportamento de reversão à média. Também destacamos as contribuições de Leonard 

Ornstein e George Uhlenbeck, cujo trabalho no processo OU lançou as bases para modelar 

fenômenos de reversão à média em finanças. 

6.1 Precificação de Opções e Hedge 

Hedge Dinâmico e Risco de Cauda: 

A equação de Black-Scholes modificada, incorporando processos de Lévy e difusão com saltos, 

fornece uma base mais precisa para estratégias de hedge dinâmico. Ao considerar saltos 

súbitos e retornos de cauda pesada, o framework permite que os traders gerenciem melhor o 

risco de cauda, particularmente para opções fora do dinheiro (OTM). 

Nassim Nicholas Taleb, em seu livro "Dynamic Hedging: Managing Vanilla and Exotic Options", 

enfatiza a importância de considerar saltos e eventos extremos na precificação e hedge de 

opções. O framework combinado se alinha com as percepções de Taleb, oferecendo uma 

abordagem robusta para gerenciar os riscos associados aos movimentos descontínuos de 

preços. 

Volatility Smiles & Smirks:  

O modelo de B-S assume volatilidade constante, levando a discrepâncias entre os preços das 

opções previstos pelo modelo e os observados no mercado, conhecidas como "smile de 

volatilidade" ou "smirk de volatilidade". O framework combinado, com seus componentes de 

difusão com saltos e volatilidade estocástica, gera sorrisos de volatilidade naturalmente ao 

incorporar a probabilidade de grandes saltos de preços e volatilidade variável ao longo do 

tempo. 

6.2 Gestão de Risco 

Testes de Estresse e StressVaR: 

O framework StressVaR de Raphaël Douady enfatiza a importância de testar modelos 

financeiros contra cenários extremos. O framework combinado aprimora o StressVaR ao 

incorporar processos de Lévy (para retornos de cauda pesada), difusão com saltos (para 

movimentos de preços súbitos) e o processo OU (para volatilidade estocástica). 



As instituições financeiras podem usar o framework para simular cenários extremos, mas 

plausíveis, como quedas de mercado ou crises de liquidez, e avaliar seu impacto na adequação 

de capital e liquidez. 

Gestão de Risco de Cauda: 

O framework fornece medidas mais precisas de Valor em Risco (VaR) e Perda Esperada (ES), 

que são críticas para a gestão de risco de cauda. Ao capturar o risco de eventos extremos, as 

instituições podem desenvolver estratégias de hedge mais eficazes e alocar capital de forma 

mais eficiente. Por exemplo, as distribuições de cauda pesada modeladas por processos de 

Lévy permitem uma avaliação mais realista da probabilidade e do impacto de grandes perdas. 

6.3 Fundamentos Matemáticos e Análise Estocástica 

Leonard Ornstein e George Uhlenbeck: 

O processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU), desenvolvido por Leonard Ornstein e George 

Uhlenbeck em 1930, foi originalmente usado para descrever a velocidade de uma partícula 

submetida a movimento Browniano sob a influência do atrito. Em finanças, o processo OU é 

amplamente usado para modelar fenômenos de reversão à média, como volatilidade 

estocástica e taxas de juros. 

No contexto do framework combinado, o processo OU é usado para modelar a volatilidade 

estocástica, capturando o fenômeno empiricamente observado de aglomeração de 

volatilidade. Isso é crítico para testes de estresse e gestão de risco, pois períodos de alta 

volatilidade frequentemente coincidem com crises financeiras. 

Contribuições de Karen Uhlenbeck: 

Embora Karen Uhlenbeck (sem relação com George Uhlenbeck) não esteja associada ao 

processo OU, seu trabalho em análise estocástica e equações diferenciais parciais geométricas 

fornece uma base matemática rigorosa para entender sistemas complexos. Seus insights sobre 

a regularidade das soluções para equações não lineares destacam a importância de adaptar 

modelos clássicos (como o B-S) para considerar fenômenos irregulares do mundo real. 

6.4 Aplicações Práticas 

Finanças Quantitativas: 

O framework combinado é particularmente útil para a precificação de opções exóticas, como 

opções de barreira e opções lookback, que são altamente sensíveis a saltos e volatilidade. 

Também fornece um framework mais preciso para valorar derivativos de crédito, onde o risco 

de default (um evento de salto) e a natureza de reversão à média das taxas de juros são fatores 

críticos. 

Conformidade Regulatória: 

Conformidade Regulatória: 

A ênfase crescente dos reguladores financeiros em testes de estresse e gestão de risco de 

cauda é uma resposta às lições aprendidas com crises financeiras passadas, como a Crise 

Financeira Global (GFC) de 2008 e a queda do mercado durante a pandemia de COVID-19 em 

2020. Esses eventos destacaram as limitações dos modelos financeiros tradicionais, que muitas 

vezes subestimaram a probabilidade e o impacto de eventos extremos. Abaixo, elaboro sobre o 



cenário regulatório, a importância dos testes de estresse e da gestão de risco de cauda, e como 

a estrutura combinada (incorporando processos de Lévy, modelos de difusão com saltos e o 

processo de Ornstein-Uhlenbeck) se alinha com esses requisitos. 

Ênfase Regulamentar em Testes de Estresse e Gestão de Risco de Cauda 

Os reguladores financeiros em todo o mundo introduziram requisitos rigorosos para testes de 

estresse e gestão de risco de cauda para garantir a estabilidade das instituições financeiras e do 

sistema financeiro mais amplo. Os principais frameworks e iniciativas regulatórias incluem: 

Basel III e Testes de Estresse 

Basel III, desenvolvido pelo Comitê de Supervisão Bancária da Basileia (BCBS), introduziu 

requisitos aprimorados de capital e liquidez para os bancos. Um componente crítico do Basel III 

é o teste de estresse, que exige que os bancos avaliem sua resiliência em cenários econômicos 

adversos. 

Os testes de estresse envolvem a simulação de cenários extremos, mas plausíveis (por 

exemplo, recessões severas, quedas de mercado ou choques geopolíticos) para avaliar o 

impacto na adequação de capital, liquidez e rentabilidade de um banco. 

Reguladores, como o Federal Reserve nos EUA e o Banco Central Europeu (BCE) na UE, realizam 

testes de estresse regulares (por exemplo, a Revisão Abrangente de Capital e Análise (CCAR) e 

o Teste de Estresse em Toda a UE) para garantir que os bancos possam suportar severas 

recessões econômicas. 

Ato Dodd-Frank (Act) e Gestão de Risco de Cauda 

O Ato de Reforma e Proteção ao Consumidor Dodd-Frank, promulgado em resposta à GFC de 

2008, introduziu reformas abrangentes no sistema financeiro dos EUA. Uma provisão chave é a 

exigência para instituições financeiras sistemicamente importantes (SIFIs) realizarem testes de 

estresse e desenvolverem frameworks robustos de gestão de risco de cauda. 

A gestão de risco de cauda foca na identificação, medição e mitigação do risco de eventos 

extremos (por exemplo, quedas de mercado, crises de liquidez) que estão nas "caudas" da 

distribuição de probabilidade dos retornos. 

Iniciativas Regulatórias Internacionais 

O Conselho de Estabilidade Financeira - Financial Stability Board (FSB) e o Fundo Monetário 

Internacional (FMI) também enfatizaram a importância dos testes de estresse e da gestão de 

risco de cauda para a estabilidade financeira global. 

Por exemplo, os Princípios para Boas Práticas de Teste de Estresse e Supervisão do FSB - FSB’s 

Principles for Sound Stress Testing Practices and Supervision fornecem diretrizes para os 

bancos desenvolverem frameworks eficazes de teste de estresse. 

A Estrutura Combinada: Alinhamento com os Requisitos Regulatórios 

A estrutura combinada, que incorpora processos de Lévy, modelos de difusão com saltos e o 

processo de Ornstein-Uhlenbeck, aborda as limitações dos modelos tradicionais e se alinha 

com os requisitos regulamentares para testes de estresse e gestão de risco de cauda. Veja 

como: 

Capturando Eventos Extremos (Processos de Lévy e Difusão com Saltos) 



Processos de Lévy: Esses processos modelam distribuições de caudas pesadas, capturando a 

probabilidade de eventos extremos (por exemplo, quedas de mercado) que estão nas caudas 

da distribuição de retornos. 

Modelos de Difusão com Saltos: Esses modelos consideram movimentos de preços súbitos e 

descontínuos causados por notícias, choques ou crises de liquidez. Ao incorporar saltos, a 

estrutura fornece uma medida mais precisa do risco de cauda. 

Modelagem da Volatilidade Estocástica (Processo de Ornstein-Uhlenbeck) 

O processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU) modela o comportamento de reversão à média da 

volatilidade, capturando a aglomeração de volatilidade observada nos mercados reais. Isso é 

crítico para testes de estresse, pois períodos de alta volatilidade frequentemente coincidem 

com crises financeiras. 

Ao incorporar a volatilidade estocástica, a estrutura fornece uma avaliação mais realista do 

risco em condições adversas de mercado. 

Melhoria dos Cenários de Teste de Estresse 

A estrutura combinada permite que as instituições financeiras simulem cenários de teste de 

estresse mais realistas, incluindo: 

Quedas súbitas de mercado (modeladas por saltos). 

Períodos prolongados de alta volatilidade (modelados pelo processo OU). 

Eventos extremos, mas plausíveis (modelados por distribuições de caudas pesadas). 

Aperfeiçoamento da Gestão de Risco de Cauda 

A estrutura fornece medidas mais precisas de Valor em Risco – Value at Risk (VaR) e Perda 

Esperada – Expected Shortfall (ES), que são críticas para a gestão de risco de cauda. 

Ao capturar o risco de eventos extremos, as instituições podem desenvolver estratégias de 

hedge mais eficazes e alocar capital de maneira mais eficiente. 

Aplicações Práticas para Instituições Financeiras 

A estrutura combinada tem várias aplicações práticas para instituições financeiras: 

Gestão de Risco de Portfólio 

As instituições podem usar a estrutura para avaliar o risco de cauda de seus portfólios e 

desenvolver estratégias para mitigar perdas potenciais. 

Precificação de Derivativos 

A estrutura melhora a precificação de derivativos, particularmente aqueles sensíveis a saltos e 

volatilidade (por exemplo, opções de barreira, swaps de volatilidade). 

Relatórios Regulatórios 

As instituições podem usar a estrutura para gerar relatórios regulatórios que demonstrem 

conformidade com os requisitos de testes de estresse e gestão de risco de cauda. 

Análise de Cenários 



A estrutura permite que as instituições realizem análises de cenários sob uma ampla gama de 

condições de mercado, aprimorando sua capacidade de antecipar e responder a crises. 

A ênfase crescente dos reguladores financeiros em testes de estresse e gestão de risco de 

cauda reflete a necessidade de modelos mais robustos e realistas para avaliar o risco 

financeiro. A estrutura combinada, incorporando processos de Lévy, modelos de difusão com 

saltos e o processo de Ornstein-Uhlenbeck, aborda as limitações dos modelos tradicionais e se 

alinha com os requisitos regulamentares. Ao capturar eventos extremos, volatilidade 

estocástica e comportamento de reversão à média, a estrutura fornece uma base mais precisa 

e abrangente para testes de estresse e gestão de risco de cauda. Isso não só melhora a 

conformidade regulatória 
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Otimização de Portfólio: 

O framework permite uma otimização de portfólio mais robusta ao considerar a interação 

entre retornos de ativos, volatilidade e saltos. Isso é particularmente importante para 

investidores institucionais que gerenciam portfólios grandes e complexos. 

6.5 Métodos Numéricos e Implementação 

Resolver a equação de Black-Scholes modificada requer métodos numéricos avançados, tais 

como: 

Simulação Monte Carlo: Simulação do processo combinado Lévy-OU para estimar preços de 

opções e medidas de risco. 

Métodos de Diferenças Finitas: Discretização da PDE para resolver numericamente o preço da 

opção. 

Métodos de Transformada de Fourier: Uso de funções características dos processos de Lévy 

para calcular preços de opções de forma eficiente. 

Conclusão 

O framework combinado, incorporando processos de Lévy, modelos de difusão com saltos e o 

processo de Ornstein-Uhlenbeck, representa um avanço significativo em matemática 

financeira. Ao capturar eventos extremos, volatilidade estocástica e comportamento de 

reversão à média, o framework fornece uma descrição mais realista da dinâmica do mercado, 

melhorando a precisão da precificação de opções, gestão de risco e conformidade regulatória. 



As contribuições de Leonard Ornstein e George Uhlenbeck para o desenvolvimento do 

processo OU são particularmente notáveis, pois seu trabalho lançou as bases para modelar 

fenômenos de reversão à média em finanças. Este framework preenche a lacuna entre teoria e 

prática, oferecendo uma ferramenta poderosa para finanças quantitativas e conformidade 

regulatória. 

Conclusão 

A incorporação de processos de Lévy, modelos de difusão com saltos e o processo de Ornstein-

Uhlenbeck no framework de Black-Scholes representa um avanço significativo em matemática 

financeira. Ao combinar esses elementos, o modelo modificado reflete melhor a natureza 

complexa, descontínua e de reversão à média dos mercados financeiros reais. Essa abordagem 

não só melhora a precificação de opções e a gestão de riscos, mas também fornece uma base 

matemática mais rigorosa para entender a dinâmica do mercado. A estrutura combinada 

preenche a lacuna entre teoria e prática, oferecendo uma ferramenta poderosa para finanças 

quantitativas e conformidade regulatória. 
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